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概要

♣空間 X 上の Borel確率測度 µに対して、数値積分

n∑
i=1

wif(xi) ≈
∫
X
f(x)dµ(x)

（wi ∈ R：重み、xi ∈ X：サンプル点）を考える

この fがある RKHS（再生核 Hilbert空間）に入っているとき

• 誤差を小さくするための「良い点配置」は？
• そのときの収束レートは？

という話題について、サンプリングの観点から議論する
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正定値カーネルと RKHS

♣集合 X 上の正定値カーネル k : X × X → R

(⇔任意の (xi)ni=1 ⊂ X について (k(xi, xj))ni,j=1が半正定値対称)
ex) Euclid内積 x⊤y、Gaussian exp(−|x− y|2/σ2)など

♣ kを再生核にもつRKHS H ⊂ RX：

• span{k(·, x)}x∈X ⊂ HはH内稠密
• ∀x ∈ X , f ∈ Hについて f(x) = 〈k(·, x)〉（再生性）

をみたす実 Hilbert空間
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カーネル求積

♣カーネル求積（kernel quadrature/cubature）

X を位相空間、µを Borel確率測度として µの求積公式

Qn(f) =
n∑
i=1

wif(xi)
(
≈

∫
X
f(x)dµ(x) =: µ(f)

)

の最悪誤差（worst-case error）を次で定める：

wce(Qn) := sup
∥f∥≤1

|Qn(f)− µ(f)|

（ただし ‖·‖は RKHSのノルム）

▷この最悪誤差を小さくする Qnが欲しい
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Why kernel quadrature?

♣カーネル求積を考えるメリットは？

• 古典的な例（Sobolev空間など）を含んでいる
• wceが計算できる（理論保証！）

wce(Qn)2 = sup
∥f∥≤1

⟨
w⊤k(·, x)− µ(k(·, ·)), f

⟩2

= w⊤k(x, x)w− 2w⊤µ(k(·, x)) + µ(µ(k(·, ·)))

• カーネルさえ導入してしまえば、空間を一般化できる
• cubature on Wiener space [Lyons and Victoir, 2004]
• 時系列データのカーネル [Kiraly and Oberhauser, 2019]
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Mercer展開

♣積分作用素

K : L2(µ) → L2(µ); f 7→
∫
X
k(·, x)f(x)dµ(x)

のスペクトル分解を考えると、適当な条件下で

k(x, y) =
∞∑
m=1

σmem(x)em(y)

と表示できる、ただし

• (σm, em)は Kの eigenpairで σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ 0

• (em)∞m=1 ⊂ L2(µ), (√σmem)∞m=1 ⊂ Hはそれぞれ ONB

▷経験則：最適な Qnは大体 wce(Qn)2 = O(σn)
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カーネル求積：手法の分類

♣ (xi)ni=1の配置が肝要：大きく分けて二流派がある

• 最適化
• kernel herding [Chen et al., 2010]：wceへの貪欲法
• SBQ [Huszár and Duvenaud, 2012]：↑の発展形
✓安定性・✓一般化・4理論保証・4固有値減衰

• サンプリング
• optimized sampling [Bach, 2017]：重みつき分布から iid
• DPP [Belhadji et al., 2019]：projection DPP
• CVS [Belhadji et al., 2020]：点数で条件付けた DPP
4安定性・4一般化・✓理論保証・✓固有値減衰

• +α
• Mercer + LP [Hayakawa et al., 2021]：後に解説（✓4✓✓）

▷本講演はサンプリング +αについて
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Optimized sampling

♣ Optimized sampling [Bach, 2017]
初めて kernel quadratureの精度を固有値減衰から示した

Theorem
λ > 0に対し、分布 dqλ ∝

∑∞
m=1

σm
λ+σm

e2m dµを考える
dλ :=

∑∞
m=1

σm
λ+σm

,n ≥ 5dλ log(16dλ/δ)の時、(xi)ni=1 ∼iid qλは

P
(
wce(Qx,optn ) ≤ 4λ

)
≥ 1− δ

をみたす、ただし Qx,optn は x = (xi)ni=1に対して最適な公式

例えば σm = O
(
m−2α

)
のとき、wce(Qoptn ) = O((logm)αm−α)

4Mercer展開が必要・4サンプリングが難しい？
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Kernel quadrature with DPPs

♣ Kernel quadrature with DPPs [Belhadji et al., 2019]
射影カーネル κn(x, y) :=

∑n
m=1 em(x)em(y)を用いる

DPP(κn)：p(x) ∝ det(κn(x, x))で得られる行列式点過程

Theorem
rn :=

∑∞
m=n+1 σm = o(1/n)のとき (xi)ni=1 ∼ DPP(κn)は

E
[
wce(Qx,optn )2

]
≤ 4nrn + o(nrn)

をみたす

4Mercer展開が必要・4理論保証が弱い（経験的には優秀）
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Kernel quadrature with DPPs

♣数値実験 [Belhadji et al., 2019, Figure 1]

(a) Sobolev space, d = 1, s = 1 (b) Sobolev space, d = 1, s = 3

(c) Korobov space, d = 2, s = 1 (d) Gaussian kernel, d = 1

Figure 1: Squared error vs. number of nodes N for various kernels.

and � = 1
2 . Note that, this time, only the y-axis is on the log scale for better display, and that LVSQ

is not plotted since we don’t know how to sample from q� in (6) in this case. We observe that the
approximation error of DPPKQ converges to 0 as O(↵N ), while the discussion below Theorem 1 let
us expect a slightly slower O(N↵

N ). Herding improves slightly upon Monte Carlo that converges as
O(N�1). Similarly to Sobolev spaces, the convergence of sequential Bayesian quadrature plateaus
even if it has the smallest error for small N . We also conclude that DPPKQ is a close runner-up to
SBQ and definitely takes the lead for large enough N .

6 Conclusion

In this article, we proposed a quadrature rule for functions living in a RKHS. The nodes are drawn
from a DPP tailored to the RKHS kernel, while the weights are the solution to a tractable, non-
regularized optimization problem. We proved that the expected value of the squared worst case
error is bounded by a quantity that depends on the eigenvalues of the integral operator associated
to the RKHS kernel, thus preserving the natural feel and the generality of the bounds for kernel
quadrature [1]. Key intermediate quantities further have clear geometric interpretations in the ambient
RKHS. Experimental comparisons suggest that DPP quadrature favourably compares with existing
kernel-based quadratures. In specific cases where an optimal quadrature is known, such as the
uniform grid for 1D periodic Sobolev spaces, DPPKQ seems to have the optimal convergence rate.
However, our generic error bound does not reflect this optimality in the Sobolev case, and must thus
be sharpened.

We have discussed room for improvement in our proofs. Further work should also address exact
sampling algorithms, which do not exist yet when the spectral decomposition of the integral operator
is not known. Approximate algorithms would also suffice, as long as the error bound is preserved.
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Continuous volume sampling

♣ Continuous volume sampling [Belhadji et al., 2020]
CVSn(k)：p(x) ∝ det(k(x, x))（ただし点数 n）で得られる点過程

Theorem
Bn := minm∈{1,...,n}((n−m+ 1)σn+1)

−1
∑∞

ℓ≥m σℓについて
(xi)ni=1 ∼ CVSn(k)は

E
[
wce(Qx,optn )2

]
≤ (1 + Bn)σn+1

をみたす

σm ∼ m−2α (α > 1/2)や σm ∼ βm (β ∈ (0, 1))なら Bn = O(1)

✓Mercer展開が不要・4サンプリングが非常に難しい
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サンプリング：まとめ

♣まとめ

手法 wce(Qx,optn )2 Mercer サンプリング
Optimized σ⌈n/ log n⌉ 要 ？

DPP n
∑∞

m=n+1 σm 要 O(n3) +棄却 1

CVS σn+1 不要 MCMC近似？2

♣問題意識

• サンプリングの実用性
• 重み (wi)ni=1が非負とは限らない

1Hough et al. [2006, Algorithm 18] & Bardenet and Hardy [2020, Section 2.4]
2Mixing time O

(
n5 logn

)
[Rezaei and Gharan, 2019]
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+α：正重みカーネル求積

♣正重みカーネル求積
重み (wi)ni=1を wi ≥ 0,

∑n
i=1 wi = 1をみたすようにすると…

• 数値的に安定、kにオーバーフィットしない
• 正関数の積分が正になり、定数関数は exact

• Qnが確率測度になる
• 解釈しやすくなる
• カーネル求積の iterationが爆発しない
（cf. cubature on Wiener space）

新しい結果の紹介 [Hayakawa et al., 2021]
Hayakawa, S., Oberhauser, H., & Lyons, T. (2021).
Positively Weighted Kernel Quadrature via Subsampling.
(arXiv:2107.09597).
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Cubature

♣（古典的な）cubature
Ω ⊂ Rkと Ω上の確率測度 ν について、Qn =

∑n
i=1 wiδxi が次数

tの cubature公式

⇔ Qn(f) =
∫
Ω
f(x)dν(x), ∀f：t次以下の多項式

♣一般化 cubature
空間 X とその上の確率測度 µについて、Qn =

∑n
i=1 wiδxi がテ

スト関数 φ = (φ1, . . . , φd)
⊤に対する cubature公式

⇔ Qn(φ) =
∫
X
φ(x)dµ(x)

▷ Tchakaloffの定理で正重み cubatureの存在が保証
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Cubatureの構成

♣どうやって cubatureを構成するか
• 古典的な場合：各論的な代数的構成
• 離散測度の場合：recombination [Litterer and Lyons, 2012]
• 一般の場合：ランダムサンプリング +LP [Hayakawa, 2021]

Theorem (Hayakawa 2021)
φ = (φ1, . . . , φd)

⊤ ∈ L1(µ), X1, X2, . . . ∼ µが独立なとき

P
(∫

X
φ(x)dµ(x) ∈ conv{φ(X1), . . . ,φ(XN)}

)
→ 1 (N→ ∞)
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Meta-Algorithm

♣提案する正重みカーネル求積の構成手順

(a) n− 1個のテスト関数 φ = (φ1, . . . , φn−1) ∈ L1(µ)を RKHS
をよく近似するようにとる

(b) 積分値
∫
X φ(x)dµ(x)を計算する

(c) X1, . . . , XN ∼ µを独立にサンプルする

(d) LPを解き、Qn =
∑n

i=1 wiδxi であって

Qn(φ) =
∫
X
φ(x)dµ(x)

と wi ≥ 0,
∑n

i=1 wi = 1をみたすものをとる

▷各ステップ近似で代用可能
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Cubature for eigenfunctions

♣再掲：Mercer展開

k(x, y) =
∞∑
m=1

σmem(x)em(y)

（σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ 0, (em)∞m=1は L2(µ)の ONB）

Theorem
e1, . . . , en−1 を exactに積分する n点正重みカーネル求積公式
Qnについて、C := supm≥1‖em‖∞ < ∞のとき

wce(Qn)2 ≤ C2
∞∑
m=n

σm

17 / 28



Cubature for eigenfunctions（改）

♣実は supノルムによる制約は外せる

Theorem
e1, . . . , en−1を exactに積分する n点正重みカーネル求積公式
Qnであって

wce(Qn)2 ≤ 4

∞∑
m=n

σm

をみたすものが存在する

Meta-Algorithmにおいて (d)の LPで
∑n

i=1 wik(xi, xi)を最小化
するようにすれば、正の確率（P → 1 as N→ ∞）で構成可能
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Nyström近似

♣サンプリングに基づく手法では Mercer展開を使う

▷ Nyström近似で回避可能：z = (z1, . . . , zℓ)⊤に対し k(z, z)の
s(≤ ℓ)ランクの最良近似を Ws(z)とし、その一般逆を W+

s (z)

kzs (x, y) ≈ k(x, z)W+
s (z)k(z, y)

例えば次が示せる：

Theorem
kzs のなす積分作用素（in L2(µ)）を Kzs として、z ∼iid µのとき

‖Kzs −K‖≤ σs+1 +
2 supx k(x, x)√

ℓ

(
1 +

√
2 log 1

δ

)
が確率 1− δ以上で成り立つ（‖·‖：作用素ノルム）

▷ Nyström近似で得られる近似固有関数をテスト関数に使用
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数値実験：周期的 Sobolev空間

♣ [0, 1]上の周期関数にノルム

‖f‖2 =
(∫ 1

0
f(x)dx

)2

+ (2π)2r
∫ 1

0
f(r)(x)2 dx

を入れる（rは正整数）と、ベルヌーイ多項式を用いて

kr(x, y) = 1 +
(−1)r−1(2π)2r

(2r)! B2r(|x− y|)

と再生核が表示できる [Wahba, 1990]

µ：一様分布に対して

σm ∼ m−r, wce(Qoptn )2 ∼ n−2r

などが知られている [Novak, 1988]

▷カーネル求積手法の簡単な評価に使用
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数値実験：周期的 Sobolev空間

♣実験結果

• それぞれの nで 50回の平均をプロット
• ‘Mercer’では N = 10n, ‘Nyström’では ℓ = N = 10n
• ‘Uniform Grid’が最適公式であることが既知
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Figure 1: r = 1
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数値実験：周期的 Sobolev空間

♣実験結果

• それぞれの nで 50回の平均をプロット
• ‘Mercer’では N = 10n, ‘Nyström’では ℓ = N = 10n
• ‘Uniform Grid’が最適公式であることが既知
• r = 3でBelhadji et al. [2019]と比較

(a) Sobolev space, d = 1, s = 1 (b) Sobolev space, d = 1, s = 3

(c) Korobov space, d = 2, s = 1 (d) Gaussian kernel, d = 1

Figure 1: Squared error vs. number of nodes N for various kernels.

and � = 1
2 . Note that, this time, only the y-axis is on the log scale for better display, and that LVSQ

is not plotted since we don’t know how to sample from q� in (6) in this case. We observe that the
approximation error of DPPKQ converges to 0 as O(↵N ), while the discussion below Theorem 1 let
us expect a slightly slower O(N↵

N ). Herding improves slightly upon Monte Carlo that converges as
O(N�1). Similarly to Sobolev spaces, the convergence of sequential Bayesian quadrature plateaus
even if it has the smallest error for small N . We also conclude that DPPKQ is a close runner-up to
SBQ and definitely takes the lead for large enough N .

6 Conclusion

In this article, we proposed a quadrature rule for functions living in a RKHS. The nodes are drawn
from a DPP tailored to the RKHS kernel, while the weights are the solution to a tractable, non-
regularized optimization problem. We proved that the expected value of the squared worst case
error is bounded by a quantity that depends on the eigenvalues of the integral operator associated
to the RKHS kernel, thus preserving the natural feel and the generality of the bounds for kernel
quadrature [1]. Key intermediate quantities further have clear geometric interpretations in the ambient
RKHS. Experimental comparisons suggest that DPP quadrature favourably compares with existing
kernel-based quadratures. In specific cases where an optimal quadrature is known, such as the
uniform grid for 1D periodic Sobolev spaces, DPPKQ seems to have the optimal convergence rate.
However, our generic error bound does not reflect this optimality in the Sobolev case, and must thus
be sharpened.

We have discussed room for improvement in our proofs. Further work should also address exact
sampling algorithms, which do not exist yet when the spectral decomposition of the integral operator
is not known. Approximate algorithms would also suffice, as long as the error bound is preserved.
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数値実験：実データ

♣ UCI Machine Learning Repositoryから Combined Cycle Power
Plantデータセット [Kaya et al., 2012; Tüfekci, 2014]を使用

• 9568点からなる 5次元データ→等重み離散測度とみなす
• パラメータをmedian heuristicsで定めた Gaussカーネル
• 左から wce、X(5)の積分誤差、X(5)1X(1),X(2)≥0の積分誤差

• ℓ = N = 20n

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2
log10n

6

5

4

3

2

1

lo
g 1

0(
wc

e)
2

N-reweight
Nyström
Monte Carlo
iid Bayes
herding

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2
log10n

7

6

5

4

3

2

1

lo
g 1

0(
er

ro
r)2

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2
log10n

4.5

4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

lo
g 1

0(
er

ro
r)2

23 / 28



まとめ：スパース性から

♣ RKHSに入っている関数を精度よく数値積分したい

理想的には、大きなサンプル x = (x1, . . . , xN)⊤からスパース最
適化問題

minimize w⊤k(x, x)w− 2w⊤ ∫
X k(x, y)dµ(y)

subject to w ≥ 0, 1⊤w = 1, |w|0 ≤ n,

を解いて「良い点配置」を得たい…これは難しいので

• 貪欲法による最適化（herding, SBQ）
• そもそものサンプリングを工夫する（optimized, DPP, CVS）
• 良いテスト関数の cubatureでサブサンプリング（+α）
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まとめ：サンプリング +α

♣まとめ

手法 wce(Qx,optn )2 Mercer サンプリング
Optimized σ⌈n/ log n⌉ 要 ？

DPP n
∑∞

m=n+1 σm 要 O(n3) +棄却 3

CVS σn+1 不要 MCMC近似？4

提案手法
∑∞

m=n σm 要 iid + LP
Nyström ？ 不要 〃

• 下二つは正重み
• 経験的には DPP・提案手法・Nyström共に O(σn+1)

3Hough et al. [2006, Algorithm 18] & Bardenet and Hardy [2020, Section 2.4]
4Mixing time O

(
n5 logn

)
[Rezaei and Gharan, 2019]
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