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The Math-for-Industry (MI) Lecture Note Series is the successor to the COE Lecture 
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2012. 
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ははじじめめにに
本研究集会 は，研究集会 「結晶のらせん転位の数理」（ 年），研究集会 「結晶

の界面，転位，構造の数理」（ 年），研究集会 「結晶の転位の先進数理解析」（
年），研究集会 「結晶の界面，転位，構造の先進数理解析」（ 年），研究集会 「材料
科学における幾何と代数 」（ 年）の継続と位置付けられる研究会である．
これら研究会の成果を踏まえ，また，特に一昨年，昨年実施の「材料科学における幾何と

代数 」「材料科学における幾何と代数 」を継続して，本研究会は材料科学と幾何学や代数
学との交流を目指した．この背景には， 技術の発展により産業界で求められる仕様が大
きく変貌したこと， 観測装置や作成装置が発展し，例えば原子レベルでの構造の制御や
観測等が可能になったこと， これらにより，従来材料科学で使われてきた数学だけでは
表現できない新たな観測事実や現象が生じていることがある．本研究集会では，幾何学，代
数学に関わる材料科学の研究者と，幾何学，代数学の研究者が議論する場を提供し，相互理
解のきっかけを得ることを目的とした．昨年までの交流をより一般化し，哲学に関わるもの
や一般位相幾何の応用，企業研究者からの報告も含め，以下のような 講演が行われた．

企業の現場で数学モデル化の特徴と課題について 松谷茂樹（金沢大学）， 技術と数
学の関係，暗黙知に関して哲学の視点からの考察について 鈴木俊洋氏（崇城大学）， ）
マテリアル・インフォマティックスの研究について 野田祐輔氏（岡山県立大学）， 企業
の現場での計算化学，量子計算などの数理的な活用事例と，データサイエンス活用における
数学について 増子貴子氏（京セラ（株））高橋卓大氏（京セラ（株））， 水素原子の量子
力学的取り扱いの数理学的研究について 伊藤裕斗氏（電気メーカー）， ）一般位相幾何を
応用することによる材料科学で観測される形状に関する研究について 大森祥輔氏（早稲
田大学）， 格子・電子欠陥による局所対称性の破れとトポロジカル・マルチフェロイクス
の創出の研究について 嶋田隆広氏（京都大学）， ポリアセチレンの物性での位相幾何，
代数的構造について 中原幹夫氏（近畿大学）， 曲がった量子系に関する理論研究につい
て 平久夫氏（北海道教育大学）， ）曲がった量子系の量子効果に関するカーボン系での
実験的実証について 尾上順氏（名古屋大学）， ミルフィーユ構造を持つ系での均質化
法に関する数学的研究と，数値計算について 氏（京都大学）， ） 単純な
均一化法がうまく機能しない例があることなども含め，ランダム媒質の電磁場物性の均質
化法の研究について 五十嵐一氏（北海道大学）， ）電磁場物性の均質化に関わる連分数
表示の数学的意味付けとその最近の成果について 比留間真悟氏（京都大学）， 柔軟な
線・面形状ロボット関連における曲面の取り扱いに関する研究について 岩本憲泰氏（信州
大学）， のハイブリッド連続体力学解析に関して 垂水竜一氏（大
阪大学）， ） 近藤・甘利理論による結晶転位の塑性の数値計算の研究について 小林舜典
氏（大阪大学 ， ）東大数理のＦＭＳＰ社会数理実践研究における材料科学への数学応用
ついて 中川淳一氏（東京大学）．
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による宣伝などにより，企業研究者などの現場の技術者も含め， 名という多
人数の参加者となった．講演の後の質問時間や現地開催でのフリーディスカッションなど
の交流の機会を確保したことにより，昨年よりも，講演，議論を通じて，数学者と数学活用
者との交流の礎・足場となり，本研究集会の目標は達成されたと考えている．言葉としての
数学に還元すると，異なる科学分野において予想以上の共通点があることも体感できたと
考える．

世紀に入って幾何・代数の研究が材料科学において急速に必要となっており，更なる
加速が期待される．本研究会はその礎・足場として期待に応えるものとなったと考え，ここ
に報告をする．

組織委員代表 松谷茂樹
年 月 日

組織委員
松谷茂樹 金沢大学
井上和俊 東北大学
落合啓之 九州大学
加葉田雄太朗 長崎大学
小磯深幸 九州大学
佐伯修 九州大学
白井朋之 九州大学
垂水竜一 大阪大学
内藤久資 名古屋大学
中川淳一 東京大学
濵田裕康 佐世保高専
松江要 九州大学
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Geometry and Algebra in Material Science III
材料科学における幾何と代数III

 Program
９月８日(木)

９月９日(金)

９月１０日(土)

12:50-12:55　オープニング
12:55-13:55　松谷　茂樹（金沢大学）  
14:05-15:05　鈴木　俊洋（崇城大学）  
15:05-15:25　休憩
15:25-16:25　野田　祐輔（岡山県立大学） 
16:35-17:45　増子　貴子（京セラ（株）） 
  　 高橋　卓大（京セラ（株））

産業現場での数学モデル化（現実と数学）について
数学の現象学と専門知論

インフォマティクス支援ナノスケール材料計算の活用事例
京セラにおける材料科学への数理解析技術の適用事例

  9:40-10:40　伊藤　祐斗（電気メーカー）
10:50-11:50　大森　祥輔（早稲田大学）
12:00-13:00　嶋田　隆広（京都大学）

13:00-14:20　昼休憩
14:20-15:20　中原　幹夫（近畿大学）
15:20-15:35　休憩
15:35-16:35　平　　久夫（北海道教育大学）
16:45-17:45　尾上　　順（名古屋大学）

Clifford 代数を用いた水素原子の隠れた対称性の解釈　
一般位相空間論を用いた物質の幾何学的構造の表現について
格子・電子欠陥による局所対称性の破れとトポロジカル・マルチフェロイ
クスの創出

Polyacetylene: Past and Present

曲面量子系の多様なナノ物性
1次元凹凸曲面構造を有するフラーレンポリマーの新奇な物理と化学

  9:30-10:30　Karel Svadlenka（京都大学）
10:40-11:40　五十嵐　一（北海道大学）  
11:50-12:50　比留間真悟（京都大学）
12:50-14:10　昼休憩
14:10-15:10　岩本　憲泰（信州大学）
15:20-15:50　垂水　竜一（大阪大学）
16:00-16:30　小林　舜典（大阪大学）
16:40-17:10　中川　淳一（東京大学）
17:10-17:15　クロージング

構造材料の弾塑性変形の変分的アプローチによるモデリング　
静的および準静電磁界におけるランダム媒質の均質化について
均質化における連分数表示の活用

ロボティクスから挑戦する制御できる曲面
リーマン多様体上の弾性理論とその応用
転位を含む結晶の連続体力学：微分幾何学と変分法に基づく数値計算
ＦＭＳＰ社会数理実践研究（東大数理）： 結晶の配位数列は準多項式型

研究代表者・組織委員

2022.98 木 10 土

参加にあたっては、下記の参加申込をお願いします。

【申込フォーム】

URL:https://forms.gle/H3rA1D7EmHMGKQtC6

Zoom＆九州大学IMIオーディトリアム
(ウエスト1号館D棟4階413号室)

九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
ハイブリッド開催

【研究代表者】
【組織委員】

松谷　茂樹（金沢大学） 
落合　啓之（九州大学）  
井上　和俊（東北大学）
小磯　深幸（九州大学）  
佐伯　　修（九州大学）

白井　朋之（九州大学）  
垂水　竜一（大阪大学）
内藤　久資（名古屋大学）  
中川　淳一（東京大学）

濵田　裕康（佐世保工業高等専門学校）  
松江　　要（九州大学）
加葉田 雄太朗（長崎大学）

主催機関:九州大学 マス・フォア・インダストリ研究所
E-mail:imikyoten@jimu.kyushu-u.ac.jp

https://joint.imi.kyushu-u.ac.jp/post-6250/
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IMI Workshop II:材料科学における幾何と代数 III
(Geometry and Algebra in Material Science III)

九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
　ハイブリッド 研究会 (Zoom＆九州大学 IMIオーディトリアム (ウエスト 1号館 D棟 4階 413号室))

(2022年 9月 8日 (木) – 10日 (土))

1 Program

９月８日 (木)

12:50-12:55 オープニング

12:55-13:55 松谷茂樹（金沢大学） 産業現場での数学モデル化（現実と数学）について

14:05-15:05 鈴木俊洋（崇城大学） 数学の現象学と専門知論

15:05-15:25 休憩

15:25-16:25 野田祐輔（岡山県立大学）　 インフォマティクス支援ナノスケール材料計算の活用事例

16:35-17:45 増子貴子（京セラ（株）） 京セラにおける材料科学への数理解析技術の適用事例

高橋卓大（京セラ（株））

９月９日 (金)

9:40-10:40 伊藤祐斗（電気メーカー）　 Clifford 代数を用いた水素原子の隠れた対称性の解釈　

10:50-11:50 大森祥輔（早稲田大学） 一般位相空間論を用いた物質の幾何学的構造の表現について 　

12:00-13:00 嶋田隆広 (京都大学） 格子・電子欠陥による局所対称性の破れと

トポロジカル・マルチフェロイクスの創出

13:00-14:20 昼休憩

14:20-15:20 中原幹夫（近畿大学） Polyacetylene: Past and Present

15:20-15:35 休憩

15:35-16:35 平久夫 （北海道教育大学) 曲面量子系の多様なナノ物性

16:45-17:45 尾上順（名古屋大学） １次元凹凸曲面構造を有するフラーレンポリマーの新奇な物理と化学

９月 10日 (土)

9:30-10:30 Karel Svadlenka（京都大学) 構造材料の弾塑性変形の変分的アプローチによるモデリング　

10:40-11:40 五十嵐一（北海道大学） 静的および準静電磁界におけるランダム媒質の均質化について　

11:50-12:50 比留間真悟（京都大学） 均質化における連分数表示の活用

12:50-14:10 昼休憩

14:10-15:10 岩本憲泰（信州大学） ロボティクスから挑戦する制御できる曲面

15:20-15:50 垂水竜一（大阪大学） リーマン多様体上の弾性理論とその応用

16:00-16:30 小林舜典（大阪大学） 転位を含む結晶の連続体力学：微分幾何学と変分法に基づく数値計算

16:40-17:10 中川淳一 (東京大学） ＦＭＳＰ社会数理実践研究 (東大数理): 結晶の配位数列は準多項式型

17:10-17:15 クロージング

参加にあたっては，下記の参加申込をお願いします．

URL : https://forms.gle/H3rA1D7EmHMGKQtC6
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IMI Workshop I: Geometry and Algebra in Material Science III

Hybrid conference (Zoom & West W1-D-413 room in Kyushu University)
September 8 (Thu) – 10 (Sat), 2022

September 8 (Thu)

12:50-12:55 Opening

13:05-13:55 Shigeki Matsutani (Kanazawa Univ.) On mathematical modeling (reality and mathematics)

in industrial research and development

14:05-15:05 Toshihiro Suzuki (Sojo Univ.) Phenomenology of mathematics and the theory of expertise

15:05-15:25 Tea time

15:25-16:25 Yusuke Noda (Okayama Pref. Univ.) Case studies of informatics-aided nanoscale materials simulation

16:35-17:45 Takako Mashiko (Kyocera Corp.) Applying mathematical analysis to material science in Kyocera

Takuhiro Takahashi (Kyocera Corp.)

September 9 (Fri)

9:40-10:40 Yuto Ito (Electrical Manufacturer) Interpretation of the hidden symmetry of

hydrogen atoms using Clifford algebra　

10:50-11:50 Shousuke Ohmori (Waseda Univ.) General topological approach to geometric patterns of matters

12:00-13:00 Takahiro Shimada (Kyoto Univ.) Topological multiferroics induced by local/quantum

symmetry breaking via lattice/electron defects

13:00-14:20 Lunch

14:20-15:20 Mikio Nakahara (Kinki Univ.) Polyacetylene: past and present

15:20-15:35 Tea time

15:35-16:35 Hisao Taira, (Hokkaido Univ. Educa.) Various nanophysical properties of curved quantum systems

16:45-17:45 Jun Onoe (Nagoya Univ.) Novel physicochemical properties of

1D periodic uneven structured C60 polymer

September 10 (Sat)

9:30-10:30 Karel Svadlenka（Kyoto Univ.) Variational approach to modeling of

elastoplastic deformation of structured materials　

10:40-11:40 Hajime Igarashi (Hokkaido Univ.) On homogenization of random media in

static and quasi-static electromagnetic fields　

11:50-12:50 Shingo Hiruma (Kyoto Univ.) Application of continued fraction to homogenization method

in numerical analysis of the electromagnetic fields

12:50-14:10 Lunch

14:10-15:10 Noriyasu Iwamoto（Shinshu Univ.） Controllable surfaces challenging from robotics

15:20-15:50 Ryuichi Tarumi（Osaka Univ.） Theory of elasticity on Riemannian manifolds

and its applications

16:00-16:30 Shunsuke Kobayashi（Osaka Univ.） Continuum mechanics of crystals with dislocations: differential

geometry and numerical analysis based on calculus of variations

16:40-17:10 Junichi Nakagawa (The Univ. of Tokyo) Mathematical research on real-world problems is an

educational program for doctorate course students

in FMSP of the University of Tokyo：

Coordination sequences of crystals are of quasi-polynomial type

17:10-17:15 Closing

2
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The speaker had been engaged in the application of mathematics in the manufactur-
ing industry for 27 years and at about the same time, has been involved in research
on pure mathematics related to the Abelian theory of functions for 20 years, explor-
ing the mathematical description of objects in the real world from the standpoint of
pure mathematics as well. The problems that arise when describing real-world objects
mathematically are a subject that the late philosopher Husserl addressed in his later
years. The various issues that Husserl pointed out also appear in the application of
mathematics to reality in industrial research and development. In his youth, Husserl’s
knowledge of optics, which was outstanding, helped him understand the limitations
of applying mathematics to reality through the optics of telescopes, and he studied
the frontiers of mathematics in the XIX-th century, such as Abelian function theory
and variational problems, under Weierstrass, before pursuing his philosophical studies.
Based on these experiences, he seemed to have developed a philosophical considera-
tion of reality and mathematics. Casimir, a researcher in mathematical physics who
published a number of deeply fascinating results related to the nature of mathematics,
also spent time as an engineer at Phillips after the age of thirty-three and presented a
crisis in the latter half of the 20th century regarding the relationship between academia
and industrial research and development, including mathematics. In Japan, where our
society does not tolerate changing professions in academia and industry, compared to
Europe and the U.S., the essential problems in the relation between mathematics, sci-
ence, and the real world, as indicated by Husserl and Casimir, are rarely addressed
in mathematics and science-related academia. The speaker believes that one of the
reasons for the stagnation of Japanese industry over the past 20 years may lie in this
relation and this situation. The speaker believes that the problem in the use of math-
ematics in industrial settings is the problem of “mathematics as a language,” which is
also an aspect of the problem presented by Husserl. By recognizing “mathematics as
a language” properly, the speaker believes that “handling the correspondence between
mathematics and reality well” will lead to the development of the industry. At the
same time, he also considers that “handling it well” is itself a profound problem; what
”handling it well” means.
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第第１１節節．．イインントトロロダダククシショョンン  

昨年，福井県の生涯学習センターから依頼を受

け，「ようこそ数学の世界へ ～日常のなかの数学を

眺めてみれば～」という題目で，生活の中での数学

についてシニア向けの講演を行いました． 

その中で，「りんごが４つ，みかんが２つ，ぶどうが２

房と１粒ありました．くだものは何個ですか？」という

問いを出しました．本日お話をする内容のすべてがここにあると思っています． 

つまり，この問題はとても難しいということです．ぶどう１粒といっても，ルビーロマンという１粒 500

円もするぶどう１粒の場合と１房数百円の

ぶどう１粒の場合とでは答えは異なります

し，どのような立場で「くだもの」を認識する

のかによっても答えは変わってきます． 

日常において「数を数える」対象は，り

んごもあれば，みかんもあります．一房の

ぶどうということも，一粒のぶどうということ

もあります．日常での対象は個性がありますが，数学の世界には個性がありません．「１は１」であり，

その起源は問いません．そのために四則演算ができるようになるのです． 

「日常生活における対象を如何に数学の世界の対象に対応させるか？」「数学の世界で考察し

た結果を如何に日常の世界の現象として解釈するか？」 この２つがこの講演の主題です．この観

点で見直せば，日常において「数を数える」ということでさえ，とても困難な状況を生みます．何を同

一とみるか，何を整数に対応させるのか，分数と対応させるのか，そういったことは，自明なようでと

ても難しいのです．福井県での講演の例題は，その典型的なものなのです． 

 

この講演ではその対応を，「数学は言葉である」とする立場に立っ

て，対象と言葉との関係として捉えようと考えています．言語学では，

言葉を状況から独立させて考察してはいけないという考え方がありま

す．大野晋は「日本語の文法を考える」[1]の中で，当時，流行した「象

は鼻が長い」「象は鼻は長い」といった「が」と「は」の論争で， 

「これから取り扱いたいと思うハとガの使い方については，最近い

ろいろな考えが表明されている．しかし，事実の文脈の中で，話

し手が事柄をどう扱い，相手に向かって，どう表現しているかに十

分の注意を払いながら，その使い方を吟味しないと，適切な理解ができないことが多い．その

点がよく理解されていないように思われる．」 

と述べています． 
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言葉としての数学も同じものだと私は理解しています．文脈や使われる用途と共に考えなければ

見誤るということです． 

 

例えば，無限大は，加法の不動点として定義されることがあります．∞＋１＝∞です．例えば，

999 円のショートケーキと，998 円のチョコレートケーキを購入する際には，1 円の違いを考慮に入

れません．大きな数に比較して小さ

な量は些末なものとして無視すると

いう事象です．これは∞＋１＝∞の

日常的な対応物です．物理学で検

討されているマルチスケール解析

などの考え方は正にこれに立脚し

て構築されています．しかし，この「大きな数」というものは状況に強く依存します．例えば，３０名の

バスの団体旅行では，休憩の後に必ず点呼をしますが，４名ならしません．３０名くらいの見知らぬ

人が集まると，３０と２９との差は理解しづらいのです．つまり，大きな数（加法の不動点としての無限

大の対応物）は日常の生活の中に散在しており，その値自体は，状況によって大きく異なるのです． 

もちろん，現代数学における無限大には，ヒルベルトの無限ホテルに象徴されるように，無限大

のパラドックススが存在します．この事実は古来から知られていました．少なくともガリレイは，n と n2

の個数を考えた際に，無限を許すと不可思議なことが起きることに気づいていました[2]．つまり，∞

＋１＝∞の類似物は日常に存在するものの，厳密な無限大は日常には存在しないということを示し

ています． 

 

この立場で考えると，デデキントが述べたような実数すら「現実の世界に存在すること」は極めて

疑わしいことに気づきます．「位相幾何が教える厳密な意味の連続性は，人間の思考の中以外の

日常の中にも実際に存在するのか」という問いは，極めて非自明な問となるのです．上述のくだも

のの数え方の問題での「数の対比」や，「数学の無限大と日常の中の無限大の類似物の対比」と，

「実数，実ユークリッド空間，実リーマン多様体などと，物理学者が考えるそれぞれの対象物との対

比」とには，本質的な違いはない事にも気づきます． 

それらを分かつものは，「用途」にすぎません．それぞれは，対象とする現象を数学の言葉に変

換し，変換した数学的推論により得られたものを現実に戻す過程の事例と認識できます．しかし，

常に伝わらないのが，言語の生来の本質です．伝わらないことを前提にして，厳密科学であるとい

う数学の特性を上手く活用することで，「言葉としての数学」の役割がより効果的に果たせる方法を

この講演で論じたいと思っています． 

 

この研究会でこのような話題に取り上げようと考えたのは，２１世紀は数学の時代と言われながら，

数学の効果的な活用方法や活用の可能性に関する議論が，数学者のコミュニティでも社会全体で

も十分なされていないからです．企業（製造業）の現場において言葉としての数学を活用してきた
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経験を基に，「言葉としての数学」の視点から，活用方法や活用の可能性について幾つかの事実と

提案を提示したいと思います．また，これらは極めて哲学的な課題を含むので，哲学の専門家の

現在の知見を傾聴することが数学者や数学活用者にとってとても重要であると考えました．それが

この企画を考えた主たる理由でもあります． 

 

 

第第２２節節．．言言葉葉ととししててのの数数学学のの歴歴史史  

ガリレイは「偽金鑑識官」［3］ で「哲学（自然） は，〈中略〉巨大な書（すなわち，宇宙）のなかに，

書かれているのです．〈中略〉その書は数学の言語で書かれており」と述べました．これは，神の書

である聖書は預言者を通して人間の言葉で書かれているが，同じ神が創った宇宙という書は「数学

で書かれている」と理解すべきです． 

この節では，議論の前提・準備として，科学の歴史の概略を振り返ってみたいと思います[4,5]． 

中世以降の西洋において数学や科学はキリスト教と共に発展してきたことが，近年知られるように

なりました． ガリレイの研究の動機には「神が創った聖書は人間の言葉で書かれており，それを教

会で研究するがごとく，神が創った自然が『どのようになっているのか？』を知ることが，自分の役目

である」という強い宗教心があったようです．ガリレイと教会とが対立したというのは，ガリレイの研究

のある側面に過ぎなかったのです． 

例えば，ガリレイの単振り子の等時律の発見は，少なくとも逸話では，自分の脈と教会のランプ

の振り子の周期との比較によってなされたと言われています．ランプの揺れを非線形振り子と考え

ると，等時律は周期である第一種楕円積分 K のそのモデュラ

イパラメータ k の依存性が k=0 の近傍でほぼ無視できるとい

う数理的な事実に相当します．揺れが大きければ（より厳密に

は微小の揺れでも揺れが有限であれば），等時律は物理的

に間違った法則です．それを発見したのです． 

哲学者，エトムント・フッサールは「ヨーロッパ諸学の危機と

超越論的現象学」[9]において「ガリレオは，発見する天才で

あると同時に隠蔽する天才であるのだ」と述べました．その一

例がこの等時律の発見と解釈することができます．神の存在

抜きにして（つまり神が創った自然は美しくあるという思い込みなくして），楕円積分の立場では間

違いである周期の一定性は発見できません．ガリレイが，誤りを真実として位置付けたことは，正に

真実の隠蔽です．もちろん，この等時律が振り子時計という技術を生んだわけですから，真実の隠

蔽の全てが非難されるべきことと思いませんが，フッサールの指摘を言い当てているよい例である

と考えています． 

 

 フッサールの科学者としての経歴はライプツィヒ大学で天文を学んだことから始まります．その際

に，手に入れた光学メーカーのツァイス社の望遠鏡を丹念に分析し，望遠鏡の欠陥（収差）を発見
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し，ツァイス社にその欠陥について手紙で指摘しました．アッベ収差で知られる光学研究者アッベ

がその手紙を見てフッサールにツァイス社への就職を勧める程，その分析は秀逸なものでありまし

た．それがフッサールの技術と数学の原体験であったと考えられます．「技術の背景に数学がある」

という事実を，その時心に刻んだと思われます．光学は，解像度という微小単位を常に意識する学

問であり，ガウス光学に象徴される数学応用が成功した学問です．現代においても 19 世紀中盤に

おいても，現実と数学の対比を明示的に理解するには，光学という学問は最適の装置です．その

後，１８７８年にベルリン大学に移り，ワイエルシュトラスの指導の下アーベル関数論や変分原理を

研究をしました．光学における最小原理の根源的理解もその目的の一つと推察されます．ベルリン

大学ではクロネッカーの素朴な数の理解とワイエルシュトラスの厳密性への指向とを学びました．そ

の後に数学から哲学へ研究題材を移しました[10]．アーベル関数を学びワェイルシュトラスの下で

楕円関数の応用を学んだであろうフッサールにとっては，例えば，ガリレイの等時律の発見など，

非常に乱暴な「数学化」に見えたのではないかと想像されます． 

 

この数学（理念の世界）と現実の対応を精緻に考察し

たのはデカルトでした．フッサールもデカルトを様々な観

点から研究しました．ここでは，数学を活用したことで現

実の理解を明示的に行った最初の数学者，自然科学者

としてデカルトを取り上げます． 

1637 年に，デカルトは『みずからの理性を正しく導き，

もろもろの学問において真理を探究するための方法に

ついての序説およびこの方法の試論（屈折光学・気象

学・幾何学）』[11]を著しました．この書は以下のように４部構成です． 

１． 方法序説：「我思う故に我あり」が書かれ

た，新たな研究をする際の方法（姿勢）はど

のようにあるべきかを問う章 

２． 屈折光学：光の屈折の様子を幾何学的に考察し，人間の眼球も，光の

屈折によって像を認識していることなどを示した章 

（デカルトが目指していたものは，「人」と「獣」との違いの解明であった

とも言われています．アムステルダムでデカルトは多数の動物の解剖を

行ったようです．そして，少なくとも物理的な機能に関しては，

それらに大きな差異がないことを，幾何と代数（算術）によって

解き明かしました．つまり，人間の機能が物理法則に従ってい

ることを示したのです[12]．これにより機械論的な自然観と，

「人間の人間たる由縁としての霊魂と機械」との二元論に落ち

ついて行きました．） 

３． 気象学：雲のでき方などの考察の後，「空中の雨粒」と「屈折光学」とにより，「虹がどのよう
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にできるのか」の原理を数学的に示した章 

（天空の事象が，地上や人体の物理法則と同じ法則に従っていることを示し，これがニュー

トンに引き継がれ，万有引力の発見の発端となったといわれています．焦線という特異点の

原典でもあります．） 

４． 幾何学：y3-2ay2-a2y+2a3 とする

代数式による代数の考察（そのことにより体積＋面積＋長さの和を

許容）とグラフによる形状の表現を示した章 

（先の３章分の印刷の期間に，この幾何学部が書かれたと言われ

ています．デカルトは 1628 年には 「人々に知られている学問のう

ちで，算術と幾何学だけがすべての虚偽と不確実さから免れてい

る」として，この代数（算術）と幾何学による解析手法を活用することを生涯の方針としました．

そして，先の屈折光学や虹の焦線などを

考察したのです[12]．） 

 

このように数学により屈折光学（単色）を記述

し，人間の眼球の光学系が物体の光学系と同一

であること，天空の現象（虹の生成）が焦線という

数学的事象を含みながらも地上の現象と同一であることを解き明かしました．つまり，現実の世界を

数学（幾何と代数）の言葉で表現し，数学の世界で考察し，その知見を現実の世界に還元すると従

来判らなかったこと（神の姿）が判るのです 1．デカルトは「このような考えが私を算術と幾何学の個

別研究から数学一般への探究へと導いたので，私はまず，数数学学とといいうう語語の正確な意味と，なぜす

でに述べたふたつの学問だけでなく，音楽，光学，機械学なども数学の一部門とみなされているか

を追求した……」と述べています． 

 

ガリレイもそうでしたが，デカルトの考察も神の存在を示すためのものでした．近年の研究による

と，ニュートンも原理的な聖書主義者であり，聖書に書かれた年代を「科学

的」に推定するために様々な自然科学の研究を行ったと言われています

[6]．また，オイラーやベルヌーイが活躍したバーゼルはカルヴァン主義のカ

ルヴァンが逃れた地でした．オイラーの父親はカルヴァン主義の牧師でし

た． 

 

彼らにあるものは，「自然がどうなっているのか？」という視点でした．これ

は「なぜモノが落ちるのか？」に答えようとしたアリストテレスの視点とは質的

 
1 キリスト教の下での自然の研究の目的は，自然の中に刻まれた「神の姿を知ること」が最大の目的でし
た．これは画期的な方法でした． 
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に異なります． 

今日，科学の起源をギリシャ哲学に求める傾向がありますし，科学とは「なぜ」が重要であるとい

うような記述も多く流布されています．しかし，現代物理が記述しているものは，「なぜ」ではなく常

に「どうなっているか」であり，それを利用して構築されたのが１８世紀以降，特に産業革命以降の

西洋の技術です． 

そして，その「どうなっているか？」を記述するのが「数学」です．神が創った自然をなぞることが

神を知ることであり，その言葉は数学でした．その事を明示的かつ直接的述べたのはデカルトでし

た[12]．ダ・ヴィンチくらいまでは遡れる考え方のように思われます．デカルトもダ・ヴィンチも解剖に

明け暮れ，どうなっているかを追求しました．これはデカルトの姿勢を批判したニュートンなどにも見

受けられる傾向です． 

彼らは，神が創った自然をなぞることが神を知ることであり，自然を学ぶ使命と考えました．自然

現象を数学で記す研究方法が「神と同じようにすれば何かを生み出せる」という近代の科学技術の

考え方と極めてマッチしました．特にプロテスタンティズムやピューリタニズムとマッチし，これらのア

プローチは技術の発展に寄与しました[7]．産業革命から始まる科学技術の発展にはこのような背

景があったということが最近知られるようになっています [4-7,12]． 

 

しかし，ヤーウエを一神教とする宗教が，ユダヤ教，キリスト教，イスラム教を生み，更に細かい宗

派を生み，ときにいがみ合ったように，これらの科学の流れも分化，細分化されました．ガリレイ，ニ

ュートンらの流れは自然科学として受け継がれ，アカデミアの研究に繋がりました．企業での研究ス

タイルを述べるために，まずはそうしたアカデミックの研究スタイルについて言及したいと思います． 

  

第第３３節節．．アアカカデデミミッッククででのの研研究究ススタタイイルル  

トーマス・クーンが「科学革命の構造」[13]で示したパラダイムの考え方をここで紹介します．パラ

ダイムとは，アカデミックに存在する多数の専門家集団の慣習や用語，暗黙の知識や常識などを

指すものです 2． 

クーンは，科学の研究において個々の研究は専門分野に細かく分割され，それぞれ異なるパラ

ダイムを築くことを示しました．野家啓一は「パラダイムとは何か」[14]において次のような文章でパ

ラダイムとは何かということを示しました． 

「現実の科学者は基本用語の抽象的な定義から出発するのではなく，典型的な問題の解

法を学ぶことによって具体的に仕事を進める．「力」や「化合物」といった用語の意味は明示的

 
2 私は，異なる複数の分野の研究テーマを渡り歩き，複数の分野の研究会に出席し，複数の異なる分野の雑誌

で論文を出版する等の経験をしました．この経験から見ると，クーンのパラダイム論は，非常に的を射たものであると

感じますし，実質的です．このような経験は，企業研究者と素人研究者として長らく同時に行ったことによって得られ

ました．アカデミックから遠いところに居たのでアカデミックを俯瞰できたと思っています．特に，無名のまま分野の査

読付き論文誌に論文を出すと，各分野の常識（パラダイム）の違いは身に沁みました． 

7



に定義されるわけではなく，そうした「標準例(standard examples)」を通じて文脈的に理解され

るのである．この標準例は「教科書」を通じていわば天下り式に与えられるのであり，科学者た

ちはそれを手本に具体的問題に取り組む．そこにあるのは「合意」や「一致」ではなく，むしろ

「訓練」である」 

専門家集団が伝承により形成されて行く姿が見て取れます．各専門家集団の言葉や慣習がパラダ

イムになりますが，そのパラダイムが各専門家集団で伝承され，専門家集団の構成員を増やし，集

団を形成するのです． 

このような伝承の効果は，定義や定理によって議論が進む数学においても真であると考えます． 

例えば，各パラダイムにおいて「小さい」とする量は全く異なります．宇宙物理では光年単位で長

さを測りますが，天気予報などの気象学では数 100m から数 km が最小単位だったりします．多くの

化学プラントの流体力学では数 10μm から数 mm は無視すべき長さとなることもあるでしょうし，量

子化学では数サブ nm が重要かもしれません． 

つまり，同じ数学の微分方程式を取り扱う場合でも，分野によって対応する距離の単位などが全

く異なるわけです．それぞれの分野において微小な距離などを含む常識が定まっています．各分

野の研究者は，研究者になった後，実数直線の連続性に関わる「デデキントの切断」などということ

は気にしません．暗黙の了解の下で，各専門に適した「連続」という概念をそれぞれ定め，各自の

専門分野の発展に邁進します． 

パラダイム論の観点では，「各専門家集団は，お互いに交わらず，個々の慣習に沿って，専門

家集団内の固有の重要課題を探求するもの」であり，大学の専門分野は住み分けながら個々の科

学の発展のために寄与するとするのがクーンが示した科学の姿です． 

・各分野での「重要課題（puzzle)」の解決を目指す． 

・すべての課題が解決した際，パラダイムシフトが起きる 

・パラダイム間の交流は不可能である（通約不可能性） 

ことが示されます． 

 

第第４４節節．．企企業業ででのの研研究究ススタタイイルル  

アカデミックでの研究スタイルを記した

ので，次に企業の研究スタイルについて

触れることにします[15]． 

企業とアカデミックの研究の関係につい

ては，技術の上流であるアカデミックで開

発・構成されたものが技術の下流である企業に渡って社会に還元されるという描像（イメージ）が，

社会，特にアカデミックで今もまだ強く根付いているように思います．確かに，１９世紀の化学材料，

２０世紀中盤の半導体デバイスなどはそうでしたし，現在でも，重工産業や製薬などでは，このビジ

ョンが有効であるものがあります．重工産業に関わる分野では，企業のある部署が大学の研究室と

密に連携し，アカデミックから生産への流れを，関連学会を企業と大学で共同で運営しながら決定
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しているというものが存在していたのも確かです． 

しかし，技術が複合化しシステム化されてきた２０００年以降に，このビジョンで技術全体を捉え語

ることはほとんど意味がありません．例えば，GAFA と呼ばれる一大勢力がこのビジョンに従って構

築されたかと言えば答えは No です． 

カシミール演算子，カシミール効果で有名な理論物理学者（数理物理学者）ヘンドリック・カシミ

ール（1909-2000)は，第二次大戦前後からフィリップス研究所に勤務し所長，取締役まで務めた人

物です．カシミールは，アカデミックと企業の在り方に関して，このような上流と下流という捉え方を

して政策的に産業を育成しようとしてもうまく行かないだろうと述べています； 

「技術や科学の進歩は資本主義企業によって決定されるべきというモデルについて： この

やり方では，大学教授の人事に影響を与え，ある種の仕事に補助金を出し，産業界が規定す

る方向に特化しなければ，科学者は仕事を見つけるのが難しいことを明らかにすることによっ

て，資本主義は科学プログラムをしっかり管理します．一見，ある程度の「自由」な研究を認め

ているように見えても，それは「抑圧的寛容」政策の一部となります．その擬似的な自由は，精

神的な自由を強化するどころか，むしろ弱める働きをします． 

このモデルは，いわゆる進歩的な学生たちがほとんどパラノイア的な熱意をもって提唱した

時期もありましたが，（中略）現実には近くありません．（中略）量子力学が半導体の理論につ

ながり，エレクトロニクスとデータ処理のまったく新しい時代を切り開くことになるとは，物理学

者も技術者も，ましてや産業界のリーダーたちも，誰も予見していなかったのです．」[16] 

これらの言及は，どちらかと言えば科学者向けに述べら

れたものですが，文中の「現実に近くない」という指摘が

重要であると考えています．  

企業での研究スタイルを端的に表しているのは，

NIKKEI BP 総研 2018 年に掲載されたノーベル賞受賞

者の田中耕一氏の記事[17]の言葉です．キーワードは

「異分野融合」です．そこから引用します． 

「（機器の開発では）化学，物理，電気・電子，ソフトウエア，数学など様々な学問の知見を

集めて作ります．つまり，こうした機器を開発する現場では，日常的に異分野融合が行われて

います．」 

「異分野融合の素地となる場は，大学より企業に，企業の中でもものづくりの現場でより生ま

れやすいと考えています．そして，それぞれの専門性を持つ人たちによる，チームワークが大

切になります．チームワークという面では，日本は欧米よりも本来ずっと得意なのだと思ってい

ます．」 

「日本の現場が独創性の発揮を阻害している．そんな先入観を抱いて，闇雲に欧米の手法

をまねようとしている動きがあるように感じます．私は，欧米とは違う日本独自の独創性を生み

出す手法があってよいと考えています．」 

「異分野連携の場は，忖度し合う仲良しクラブではありません．異なる観点を持つ人同士が
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真剣に向き合うことで，一人ひとりの知恵や常識の

限界を突破できる場だと思います．」 

何らかの達成目標があって，異分野の技術者が集ま

り協力してそれを達成するという企業活動の特徴は，

大学にはないものです．私もまたキヤノンにおいて異

分野融合によって製品開発を支えてきました． 

このよう異分野融合の「成功例」として象徴的に挙げ

られるのがマンハッタン計画です．とても皮肉なことです．微分方程式を解くアナログコンピュータ

である微分解析機の研究をした数理工学者でもあったヴァニーヴァー・ブッシュはＭＩＴの工学部の

部長を務めた後，戦時下，戦後の科学・技術政策の主導的な役割を果たしました．異分野の研究

者を集めてプロジェクトを成功させるというようなビジョンは彼の考えの下で示されたのです．米国

はこのようなプロジェクトの成功例をプロトタイプとして保持しているのです． 

 

ここで，企業の研究スタイルとアカデミックでの研究スタイルを対比しておきたいと思います[15]． 

 

 

  

第第５５節節．．企企業業ででのの数数学学活活用用のの在在りり方方  

私がキヤノン（株）に在籍した当時の組織は図のようなものでした． 私の属していたのは数理工

学研究部という部署で，

最後はその部長を務め

ました． 

この部署の役割は， 

「最先端のデバイス

や材料開発におい

て，市販の汎用シミュレーションツールで計算するだけでは判らないことがあるので，デバイ

ス・材料の物理現象を数学を使って表現することで，物理現象を予測し機能の発現を制御で

きるようにする．」 

というものでした． 
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私の部のメンバーは，各自が１～３つ程度のプロジェクト

に属し，そこで数理の専門家として，プロジェクトの推進の

役割を果たしていました． 

ここで大事なことは，数学はプロジェクトの推進に非常

に寄与するが，「数学が単独で成果を出すことは有り得な

い」ということです．これが技術の言葉としての数学というこ

とでもあります[18]． 

 

55..11  数数理理連連携携のの３３要要素素  

このような数学と現実を結びつける数学モデル化というプロセスを未知の対象に対して実施する

際には，「数学」だけでは何もできないことを認識することが肝要です．「数学は役に立つ」として，

数学のみで何かを成すことを目指す動きも見受けられますが，ＩＴにおいても，情報工学や情報科

学と結びついて初めて価値と言われるものが具現化されるのです．数学と他分野との連携を意識

することが肝要です． 

ＩＴも含め，現実世界への数学活用において注意すべき点は，数学の枠内には微小量という基

準すら存在しないことです．現実との対応を考えるためには，その数学の中に何等かの基準を取り

込んでいく仕組みが必要となります． 

キヤノンに私が在籍していた当時，数学活用の場，すなわち数理科学の専門家が参加するプロ

ジェクトでは，必ず，３つの「部門（研究者）」が異分野融

合の一部として関わっていました． 

１つめの部門（研究者）は，動機や目的（数学活用

の用途）を持った部門（研究者）です．「知りたいこ

と」「したいこと」などの動機と，現象の制御など「どこ

までのことをどう行いたいか」の基準を持っていま

す．また，多くの場合，実施された際の現象を実際

に再現する能力も持っています． 

２つめの部門（研究者）は，数理解析を行う部門（研究者）です．必要となる数学的知識と，数

学的知識により現象をモデル化する能力と，モデル化したものを，数値シミュレーションなどに

より数値化する能力とを持っています．モデル化だけをするだけではなく，それにより「どのよう

になるか？」を可視化，グラフ化，数値化する能力が必須です． 
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３つめの部門（研究者）は，数学と現実を比較できる技能，つまり，現象の計測を行う技能を持

った部門（あるいは研究者）です．数学

化されたものが現実に起きるか等，モデ

ル化した現象を検討する能力を持って

います．数学モデル化したものの模擬的

な実験をしたり，様々な境界条件や物性

値のパラメーターの取得等もできる必要

もあります． 

 

これら３つの部門が協力した数理連携によって，はじめて「言葉としての数学」が意味を持ちます．

３つの部門は，異分野融合の一部を構成します．１つめの部門も異分野融合のプロジェクトの専門

家の一つですが，プロジェクトのベクトル方向の方向を提示するという中心的な役割を示します． 

 

こうした数理連携を行うことにより，現象を数学という言葉を通して制御できるようになることが期

待されます．つまり， 

１． 異なる分野を数学という言葉で結びつけることが可能となります． 

２． 数値シミュレーションなどにより現象をより詳細に定量化・可視化し，グループ内で共有で

きることが可能となります．（共通言語である数学の言葉で記述することで，数学的考察が

でき，その結果を現実に反映させることができるようになります．） 

３． これらにより異なる専門家間の議論，意思統一，方向性の決定が可能となり，目的とした

現象が制御できるようになります． 

このような異分野融合が成功していることは驚くべきことです．クーンが不可能であるとしたパラ

ダイム間の通約不可能性が，企業の異分野融合の中ではこのように解消されているのです．通約

不可能性が解消される理由は，科学論では議論されない価値判断のためです．この価値判断は，

アカデミックとは異なるもので，企業の研究スタイルでの特徴の一つです．プロジェクトが成功され

ることで評価されますから，プロジェクトの成功はメンバーにとっての内的な動機付けになります．彼

らは率先して通訳不可能性を克服しようと努力をします． 

これは，ギボンズの提唱したモード論[20]とも異なる理由です．このような企業の異分野融合の

現場では，大学での専門性は否定されません．専門を持ちながら，異分野との融合を許容する研

究者が望まれます．２つ以上の専門を持つ研究者は望まれますが，アカデミックの持つピア・レヴュ

ウによる先鋭化のフルイの洗礼を避けた研究者が望まれているわけではありません．専門性があい

まいな研究者は，異分野融合では専門が生かせないがために戦力とならないのです 3． 

 
3  ドイツでは２つ以上の専門を持つことが推奨されていますが，日本では専門性を否定した大学教育が推奨さ

れていたりしているように思えます．それは，技術が高度化し高度な専門性が要求されている現状を打開するものと

は思えません． 
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そして，このような異分野融合の場で異分野融合の場の共通言語と成り得るものが「技術の言葉

としての数学」ということです． 

異分野融合のプロジェクトにおける数理技術者の研究の動機付けの一つは，様々な分野の数

学や理論を学ぶ機会があるということです．多くの課題は課題ごとに求められる数学や理論が異な

りますので，それを何とかして学び，理解し，ツールとして使ってアウトプットを出さなければならな

いのです．その過程は非常に刺激的です．２つ目としては，アカデミック等のメインストリームでは誰

も扱ってこなかったような課題を数学化できることです．既によく知られた問題で解決できるものもあ

れば，そうでないものもあります．そうでないものの多くは，誰も扱っていなかった問題であったりし

ます．この新たな現象の数学化では，深い自然観と直結することが多いため，数理技術者の内的

な強い動機付けとなります．誰も言葉にしていなかった現象を数学で記述することの喜びです．小

ぶりであれ，自分の理論体系を構築できるのです 4．恐らくは数学でも一分野に留まることは稀であ

ろうと思っています．これらの多くは機密の問題もありますし，審査できる審査員が不在のために，

論文になることはまずありません．しかしながら，アカデミックでは決して得られない深みです．論文

による評価がないために，企業で行われる数学は低級なものであるという誤解が，アカデミック，特

に後で述べるように人的流動性が少ない日本のアカデミックに強くあるのはとても残念なことだと思

っています． 

 

55..22  産産業業現現場場でで，，対対象象をを数数学学でで表表現現すするるととはは？？  

 

技術の言葉としての数学の特徴は，ターゲット指向であることです． 

まず，行いたいことがあり，それを上手く機能さ

せるために数学があります．「表現したいものに

対応して手段を選択する」ことが最大の特徴で

あると言えます． 

例えば，乾いた空を背景とするボストンの街

並みを表現したいときに，それはペン画や水彩

画がよいのか，油絵のようなペインティング系がよいのかという検討が必要です． 

近代的な建物と，古いドイツの建

物との場合で表現方法は変更してよ

いものだと考えます．表現したいも

の，対象から受ける印象，どの部分

を強調したいか等によって，その表

現方法を選択するべきものと考えま

す． 

 
4 そのような問題は数年に一度程度出会うかどうという非日常的な問題かもしれませんが，数学的な課題を企業の

現場で取り扱っていると，必ず出会うように私は思っています． 
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何を表現したいのか，

また，何の目的のため

に，それを表現するの

か？用途や文脈の中でそ

れらの手法は選択される

べきなのです． 

富士山を表現するな

ら，ましてやそれを海外の研究者に共有するのなら，日本画的なも

のである方がよいかもしれません． 

洋画家は洋画しか書きませんし，日本画家は日本画しか書きま

せんが，そのように，手法やスタイルが先天的に定まった洋画家や

日本画家が描くものとは，上記の状況は大きく異なっているのです． 

手法を選ぶ前に，表現したい対象に着目して，それに応じて手法を定めるのです．手法やスタイ

ルに拘っていては，対象の本質を抉ることはできません．このような考え方は，広告などの企業の

現場にあるもので伝統的画壇や古典的な美術教育にはない考え方です． 広告の例であれば，日

本画風に仕上げたい場合は，日本画家に発注すればよいのです 5．表現したい手法を持った専門

家を選択する力があり，そのような専門性を持ったプロが存在すれば，この問題は解決します． 

技術においても同じですし，技術に関わる数学でも同じです．大学の尖った専門知識を持った

専門家を適切に選択し発注する力があれば，企業ですべてを自前でやる必要はありません．他方，

例えば，「応用数学」というある時点で応用に寄与したと認定された数学分野を行っていても，それ

が常に現場の問題に適用するかどうかも判りません． 

日本画画壇の中では日本画を， 洋画画壇の中では洋画を研究・表現することが求められるよう

に，アカデミックの中では数学の各分野の分科会の中で認知され評価されるよう各分野の研究を

行うことが求められます．それはクーンのパラダイムの構造由縁のことです．しかし，技術が発展し

た近年，数学のある分野のみで，技術の課題を表現できるわけではありません．解析学も重要で

すが，代数や幾何が重要になることもあります．逆に幾何的な課題に対しても解析手法が適切な

方法であったりもします．何が最も適切な手法であるかは，課題を持った者，つまり企業の研究者

のみが理解できるのです．そのことは第７節で説明をします． 

 

 

 

 

 

 
5 美術大学などでは既にこのような考え方に対応しているように思われます． 

 

14



第第 66 節節．．技技術術のの言言葉葉ととししててのの数数学学のの特特徴徴（（フフララククタタルルのの例例））  

 

 晩年，フッサールは先に述べた「ヨーロッパ諸学の危機と超越論的現象学」[9]の補遺として「幾

何学の起源」を記しました．この「幾何学の起源」において，幾何学が測量技術者の言葉の極限操

作として得られたことを示しました．鈴木俊洋は「数学の現象学」[19]においてワィエルシュトラスや

カントール，デデキントとの関係を論じながらフッ

サールの数学的思考を検討し，その中で，「技

術からの数学」に関して詳細に考察していま

す． 

 ここでは，産業現場での言葉としての数学の

立場で「技術からの数学」について考えてみま

す．フッサールが述べるように「幾何学が測量技

術者の言葉の極限操作として得られた」とする

と，それを再度日常生活の理解に援用するためには極限操作というものをどのように考えればよい

のか？という問いについての考察です． 

例えば，日常における線には太さがあり，線の右側にノ

コギリの刃を入れるか，中央か，左側かで椅子がうまくでき

たりできなかったりします．太さがないものに太さの概念を

付随させることには困難があります． 

 これは一つの専門領域（一つのパラダイム）で研究者人

生を終えるアカデミックでは出会わない困難さかもしれま

せん．例えば，１nm が小さいと考える分野では，1nm 以下

は無視する事を暗黙の前提としますし，1km が小さいという学問分野では，常に，その事実は暗黙

に定まっています．従って，何かの領域を区別する際の境界線はその微小量の太さを前提としま

す． 

 他方，異分野融合の場では，異なる常識（パラダイム）を持つ者が集まり，あるベクトル方向のプロ

ジェクトを実施するために，明示的に差異を理解しなければなりません．これは所謂ε-δ法のε

（あるいはδ）を用途に応じて定め，共有することに対応します． 実際，田口玄一が提唱し，海外

ではタグチ・メソッドと知られている品質工学[21]においては，このε-δ法が工学的な言葉で述べ

られ，生産の現場で活用されています． 

 

 この数学の世界の結果を現実に反映する際の考え方を，フラクタルと海岸線，加えてそこを通る

道路を例に考察します[22]． 
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数学においては微小という概念がありません．どこから以下が小さいという視点がないのです．フ

ッサールがは「幾何学は測量技術者の極限操作」と述

べましたが，極限操作をした言葉を現実の対象に適用

するためには，この逆の操作をしなければなりません．

そのことをフラクタル図形を例に考察します．  

フラクタル図形の典型的な例として，コッホ曲線という

ものがあります．第一世代という基本系を縮小して第一

世代の各辺に埋め込ませる（置き換える）ことで，第二

世代を構成し，その第二世代の各辺を基本系を更に縮

小したものと置き換える，という操作を無限回繰り返して得られる図形（∞世代のもの）です．その長

さは，各世代，１世代を増すごとに，4/3 倍となるために，∞世代では∞の長さを持つことが知られ

ています． 

このフラクタルを発見したのはマンデルブローですが，彼は海岸線の弧長の研究によりこの幾何

学的な概念に到達しました[23]．従って，リアス式海岸はこのフラクタル図形の典型例として挙げら

れます．フラクタル図形の一般の定義は容易ではありませんが，無限大の性質を活用して，ある部

分が全体と相似であるということで定義されます．所謂入れ子状の幾何です． 

 

現代数学の特徴ですが，数学には微小という概念が内在しません．正確にいうと「何か」をもって

微小と評価すると際の，その「何か」という概念がないのです．そのため，入れ子状の幾何を定義す

る際にも，どのスケールでも（どんなに拡大しても）同じ形状のパターンの繰り返しとして定義されま

す．フラクタル図形であるコッホ曲線も極限操作により構成されるのです． 

ところで，福井県の若狭湾は入れ子状の図形の特徴を持っています．その海岸線はフラクタル

図形によく似ています． 

フラクタル図形はコッホ曲線のように，その弧長は無限になることが知られています．ならば，この

海岸線に道路を通すと「その長さは無限になる

のか？」という素朴な疑問がわきます． 

答えは当然 No です．ところがその様子は，フ

ラクタル図形から現実の海岸線がズレるものより

遥かに恣意的に有限であることが判ります．つ

まり，高速道路と，国道，県道，一般道で，その

道路の長さが異なるのです． 

Google マップで眺めてみると，高速道路は，

その曲率半径が細かくならないように，海岸線

から随分離れたところを通っていることが判りま

す．他方国道は，それよりも海岸線側を通りながらも，やはり海岸線から距離がある凸凹に入り込ま

ないように建造されています．県道はそれより海岸線側を細かく通るのです．遊歩道は更に細かい
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ところを通るということも調査することなく推測できます． 

これは，丁度，コッホ曲線の世代に相当するものです．第１世代を高速道路に割り当てみると，

国道は第二世代くらいに，県道はもう少し細かい

第三世代に相当するように建造されていることが

判ります． 

自明なことですが，高速道路を通ると目的地に

早く着くのは，高速で移動できるからだけではな

く，距離が国道より短いからです．高速道路で渋

滞にあっても，無暗に高速道路に降りてはいけな

いという理由は，このコッホ曲線の考察から判りま

す． 

 

ここから学ぶべきは，極限操作された数学を現実の建造物に適用する際には，用途に応じて，

経験的にそこに微小量を導入しているということです．高速道路の速度と操作性により高速道路の

平均曲率半径は自然と定まり，その半径は国道のものより長いことも自明に判ります．そして，この

平均曲率半径を微小量として，それを基に，フラクタル的なリアス式海岸の形状を緩やかなものに

置き換え，道路の形状は定まっているのです．それぞれの用途に応じて，微小量を定め解像度を

決めその形状が定まるということです． （もちろん，地形の凹凸も考慮しなければなりませんが，こ

こでは省略しました．） 

この道路に関する検討は，フッサールが考えた「極限操作」の逆の操作を，適当な微小量を導

入することで，我々は日常においてすでに行っているということを意味しています．更に，その微小

量はそれぞれの用途（仕様）により，恣意的に定まっており，それは数学の枠組みの中には存在し

ていません．微小量が数学の枠外から定まるのです．このことはとても重要です． 

前述した数学連携の三部門において仕様を決める部門が必須であったのは，この事実に対応

します．小さければ小さい程よいとか，厳密であれば厳密である程よいという発想は，日本人にあり

勝ちですが，詳細はここでは省きますが，オーバースペックは様々な意味で弊害を生みます． 

 

同様に，極限操作によって得られた数学を現実の問題に適用するには，常に逆の操作を意識

する必要があります．その際，用意される基準は，日常側（技術の適用の際の要望や仕様を提示

する側）にある「用途」や状況の中で定まります．そういうことを認識すべきなのです． 

「数学と技術」を論じる際に，数学が言葉であるという事を加味する必要があります．大野晋が「し

かし，事実の文脈の中で，話し手が事柄をどう扱い，相手に向かって，どう表現しているかに十分

の注意を払いながら，その使い方を吟味しないと，適切な理解ができないことが多い．」と述べたよ

うに，数学も文脈の中で考えなければなりません．つまり，数学内の無矛盾性など言葉の内部での

厳密性は重要ではありますが，「生活世界」（あるいは技術）の言葉として数学を使う段になった場

合には，その用途で何が適切なのかを「数学外」の基準で吟味しなければなりません．何が微小量
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なのか，何を無視するのか（同一視するのか）を，用途・目的に応じて判断し，数学的に得られたこ

とを解釈し，現実に適用するのです． 

 

第第 77 節節．．企企業業ににおおけけるる技技術術のの言言葉葉ととししててのの数数学学のの特特徴徴  （（事事例例紹紹介介））  

企業の研究はターゲット指向であるという話をしました．そのために，どのような数学を使うべきか

は先天的に定まっていないことは先に強調した通りです．幾何的な対象だからと言って，幾何学が

よいとは限りません．解析的な対象だからと言って，解析学のみでよいとも限りません． 

デカルトが虹の研究で精密な焦線を議論できたのは，代数的な取り扱いを幾何学に導入したか

らです．フッサールは「代数的計算においては，幾何学的意味はおのずから斥けられる」と述べて

いますが，代数計算により，より抽象的に幾何学が取り扱えるようになったのです．幾何を幾何のま

ま取り扱っていては，焦線を数学的に取り扱うことは困難でした．デカルトは幾何と代数（算術）を融

合しその課題に取り組むことで，困難を乗り越えられたのです． 

 対象と用途に適した言葉を導入し記述するという行為は，デカルト，オイラー，ガウスらに共通

する秀でた特徴であり，当然，これらは見習うべきです．以下，それに関する例を挙げます． 

 

７７．．１１  イインンククジジェェッットトププリリンンタターーとと特特異異点点論論  

インクジェットプリンターのヘッドの物理的なシミュレーションを行う際の数学モデル化に関する

例です[24, 25]．これは，特異点論を使いました[26]．液体・気体・固体の三相界面を如何にモデ

ル化するという話題です． 実質的には，

2000 年頃に検討した話です．幾何学的な

話題ですが，フェーズ場モデルという解析

幾何を活用してモデル化をしました．更に

別の物理モデル（物理的な機構や性質）

も付与するため，幾何学的にはロバストな

モデルであるフェーズ場モデルを活用しました．その際，特異点論の考え方を導入してエネルギー

の評価を行ったのです．このような分野を跨ぐ研究は大学ではできないものかもしれません．特異

点論は，幾何学でも少し手の込んだ研究者が手掛けるものですし，他方，フェーズ場理論などは，

数値計算屋が主に研究しています． 

[25]の特許を執筆した 2002 年の時点では特異

点論に関して言及していません．当時はまだ特異

点論の言葉を数学的に明確に操れるようにはなっ

ていませんでした．しかし，基本的な部分はつかめ

ていました．既に，電子放出素子の研究において

特異点論の現象に出会っていました．電子放出素子のような連続的なパラメーター付きの光線の
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軌道においては焦線という現象が必ず起きます．そうした焦線という特異点論で議論される現象に，

その軌道解析を通して出会っていたのです[27]．そのトポロジカルな性質などの特異点論を数理

物理枠内で勉強していたので，数理物理の枠内では特異な幾何学は十二分に理解していました．

しかし，三相界面の数学モデル化を，数学的にきっちりと言及するためには，数学の言葉を探し出

し修得をするための時間が必要でした． 

その後，私の個人的研究テーマであるワィエルシュトラスが手掛

けたアーベル関数論を通し，ヤコビ多様体内の特異部分代数多

様体のフィルトレーションを取り扱うために，特異点論の手法を純

粋数学の枠組みで勉強し，論文を出版できるレベルになりました

[28]．それらの知見を活用することで，数学的表現[26]ができまし

た．つまり，２０００年に行っていたことを[26]で数学的に認識できる

ようになるのに１０年を要しました．ここで使った手法は特異点論で

も極めて初等的なものでした．が，それなしではこの手法の正当性

は完全に表現することはできなかったと考えています．数学的に記

述できるようになると，理論の適用限界なども自ずから評価できるよ

うにできますし，専門家と議論することも可能となりました． 

また，このモデル化により素子が設計できるようになりました．実際，キヤノンではこの手法を活用

して，インクジェットプリンターが開発されていました[29]．現在も同様の手法を使っているものと思

われます． 

77..33  ナナノノ材材料料ととパパーーココレレーーシショョンン 

次に，レーザービームプリンターや複写機に関わる例について紹介しま

す． ある機能性材料の物性を，ナノ微粒子を活用して制御しようとするもの

です．その設計指針を数学を活用して提示し，より高性能なものを構成しよう

としました[30]． 

ここでも，擬等角写像，フラクタル，パーコレーション，数値計算など，様々

な手法を活用しました．実は２００５年頃に，取り組んでいた電子放出素子の

素子形成の解析において，この課題に出会っていました．一部数値計算をベ

ースとしていますが，２０１５年の時点でのベストアンサーを提出するまで，１０年という期間を要しま

した．この１０年の間，ほぼ３ヵ月に一度，それぞ

れ時期に微妙に異なる課題（テーマ）を解決す

るための指針を提示し続けていました．つまり，

主に数値計算とその結果の理論解析によって，

小さな結果は常に出し続けていたのです．対象

を数学の問題としてモデル化し，それを数学の

世界で考察し，どのようにすれば目指している

機能を実現するかという指針を出し，個々の課題の解決に貢献しました．幾つかは極めて大きな効
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果を上がました． 

しかし，この問題の核心に挑むには時間が掛かりました．所謂統計物理でのパーコレーション理

論の理解だけでは，目的とする課題解決に辿り着けないことを，ある時点（早い時期）に見抜きまし

た．１９７０年から１９９０年代に，極めて性能の悪い計算機での数値計算といわゆる理論解析で得

られた結果は，対象とする課題には何の役にもたちませんでした．伝統的な数値計算の数学モデ

ル（素直に微粒子サイズより小さなメッシュサイズに分割するモデル）と，２０００年代の計算機で基

礎から計算し直した大規模数値計算の結果は，実験グループが行った実験データとつじつまのあ

うものでした．他方，数多ある材料系の関連する論文の幾つかは，対象とする課題に関しては，数

値計算結果や実験データ結果と矛盾するものもありました．性能の悪い計算機で計算できるようモ

デル化をした古い計算結果やそれに基づいた理論の多くは何の役にも立ちませんでした． 

そこで厳密に示せることのみを示すことができる現代数学を活用した定式化が必要と考えました．

特に，測度論に立脚した厳密な確率論が必須と考え，確率論から学ぶことを選択しました．数年間

かけて確率論を勉強し，点過程の初歩も理解できるようになりました． 

重要なことは，素子が微細化していく中で，い

わゆる熱力学的極限のような微粒子数Ｎの無限

大の極限は，現場の問題としては幾分重要でな

くなっているということです．統計物理でも，確率

論でも，通常は微粒子数の無限大の極限を取

り，そのユニバーサリティや均質化を議論してき

ました．しかし，技術の現場では，そのような概念自体が破綻していることに気づいたのです．この

ような現象を明確に記述する概念や言葉がありませんでした． 

そのような背景の下で，目の前にある数理的対象を如何に言葉にするかというのがその当時の

課題でした．その課題を解決するためには，厳密性のある数学の言葉（数学での確率論や点過程，

擬等角写像など）で何が言えて，何が言えないかを明らかにすることが必要でした．そのために，

現代数学の枠組みでの確率論を研究室の若い同僚と勉強し始めたのでした．使えそうな言葉とし

て，点過程（広くは確率論），Γ収束なども勉強しました． 

そのようにしてできた論文が[30]です．論文化できたとは言え，まだ，その本質を概念として明確

に提示できたわけではありません． 

何を示せば現象の本質を表現できたと言えるのか？ この問題は，確率論的に与えられた事象

を境界とする境界値問題です．確率論と解析の両方に関わるものです．結果はある種の幾何学的

な特徴を示しているので，広い意味の幾何学とも関わります． 

確率論では確率的現象を取り扱いますが，その上の解析学に言及することは極めて稀です．他

方，解析学でも，確率的な事象を境界値とする問題を取り扱うことはほぼありません．解析学と確率

論に跨った問題は取り残されています．所謂，数学の中のパラダイムの通約不可能性です．しかし

数学を厳密には使わずに構成された統計物理の枠内では，どこまでが真でどこからが微妙な事実

であるかさえ判りにくくなるのです．そこで，厳密性のある数学で表現することにしました． 
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このような問題の背景には，現実の技術において，従来中心的課題とされた均質化やユニバー

サリティという概念が，素子の微小化などの変化により，ある状況では中心的役割を果たさない場

合が生じていることがあります．このように，時代の変化とは無関係に推進される数学的興味として

提出される数学的考察は，数学としての重要性は失いませんが，技術の方向とはマッチしなくなる

のは仕方ありません．構造上の問題です． 

フォン・ノイマンは「The Mathematician」 [31]の中で 

「数学の学問が経験的な源から遠く離れると，あるいはさらに，「現実」から来るアイデア

に間接的に触発されただけの第二世代，第三世代であれば，非常に重大な危険に悩まさ

れることになる．ますます純粋に美学的になり，ますます純粋に「芸術のための芸術」になっ

てしまうのである．このことは，その分野が，より経験的なつながりの深い，相関する主題に

囲まれていたり，その学問が，特別に発達した趣味を持つ人々の影響下にある場合には，

悪いことではありません．しかし，対象が最も抵抗の少ない線に沿って発展し，源流から遠く

離れた流れが多数の取るに足らない枝に分離し，学問が細部と複雑さの無秩序な塊になっ

てしまうという重大な危険があるのだ．つまり，経験的な源流から大きく離れたところ，あるい

は「抽象的」な近親交配が行われた後では，数学のテーマは退化の危機に瀕しているので

ある．最初のうちは古典的なスタイルが多いが，バロック的なスタイルになる兆しが見えたら，

危険信号である．例を挙げて，バロックや超高度バロックへの具体的な進化をたどるのは簡

単だが，これもまた専門的になりすぎてしまう．」 

と警告をしていました．深刻か軽微かの判断は分かれると思いますが，その兆候の一つであること

は疑う余地はありません．[30]のような現象を数学的にとらえ，表現する言葉（概念）を構築するとい

うことは今後の課題であると考えます． 

 

77..44  様様々々なな情情報報科科学学的的なな発発明明  

数値計算を実施するために，

ホモロジー代数を活用したメッシ

ュの生成アルゴリズム[32]や，圏

論を活用したクラス設計手法

[33]など，様々な発見を行いまし

た． 

 

第第 88 節節．．企企業業ににおおけけるる技技術術のの言言葉葉ととししててのの数数学学のの特特徴徴とと今今後後のの課課題題  

 

「企業における技術の言葉としての数学」の特徴を少しまとめておきます． 

１． 対象や用途によって，手法は選択される（手法ありきでは NG） 

２． 数学の中でも様々な数学を融合して活用するのが基本である 

３． 数学の論文誌に掲載されにくい研究テーマが多い（レフリーできる人がいない） 
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４． 数学はそれだけで何か役に立つものではない（プロジェクトの一つの要素にすぎない） 

５． 用途や仕様に応じて，微小量などの数学での基準を，数学外の判断で決定して，数学を適

用してゆく．（数学と現実の乖離を認識する） 

６． 数学と現実との乖離を認識しながら，対象を数学化し，数学的な枠組みで考察を行った後に，

その結果により現実を解釈・制御する操作により，技術の進歩に効果的に貢献できる．（雛形

はデカルトの幾何の代数化による幾何光学の研究） 

 

 この特徴を考えると，数学活用は，低迷していると言われている日本の製造業の救世主となり得

ると考えています．そこで，「如何に現場で数学を活用できるようにするか？」について考察をした

いと思います． 

数学活用を現場で実現するためには， 

・現場の課題をよく理解し 

・言葉としての数学を，用途に応じて，操れることができ， 

・必要に応じて数学を学び適用できる 

人材を育成することに尽きると考えています． 

数学を言葉として捉えると，言葉を使って扱う内容を持っていなければなりません．例えば，外国

語を学習しても，話す機会や話したい内容がなければ習った語学を使うことはありません．まず，表

したい対象や話したい対象を持つことが重要です．その上で，語学と同様に言葉を，数学を操る能

力を磨くべきなのです． 

それは，「りんごが４つ，みかんが２つ，ぶどうが２房と１粒ありました．くだものは何個ですか？」と

いう問いに対して，状況に応じて現実的に対応ができる人材でもあります． 

 

欧米に比較して，人的交流が少ない日本では，企業とアカデミックの両方を知る人材が極めて

少ないのが現状です．社会的リーダーや企業の管理職の中にもあまり居ません．そのため，上記

の要請に対応した人材育成は困難を抱えていると考えています．その事を，数学と企業の対比より，

もう少し広い，高等教育と企業の対比として考察します． 

 

 

88..11  アアカカデデミミッッククとと企企業業ととのの人人的的交交流流のの現現状状  （（欧欧米米ととのの比比較較））  

 日本と欧米との比較を行い，今，何をしなければならないかを述べたいと思います． 

 ここまでの考察に従えば，パラダイムやスタイルに縛られたアカデミックは必ずしも万能ではありま

せん．だからと言って，専門性やパラダイムを否定したモノをアカデミックに求めることも正解でない

ことも指摘しました． 

ここで言う専門性とは，異分野融合の場での専門性です．分科会レベルの違いは抜きにして，

物理学会，化学学会，数学会というような学会に属していれば，それぞれを物理，化学，数学の専

門家であるという程度の専門性です．異分野融合においては，各分野の専門教育を通しそれぞれ
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の専門性を伝授された研究者が集うのです． 

その上で，各研究者は各分野の最小分科会程度の細かく尖った専門的知識を持ち合わせてい

るということも大切です．そういう少し広いレベルの専門性の代表者と，自分の尖った専門知識を取

り扱う専門家，二つの顔を持ち合わせる研究者が必要なのです．そのような異なる分野の研究者

が寄り集まり，忖度せずに，課題を解決するのが，異分野融合というものです． 

数学者も，数学全般のぼんやりとした知見と，解析分野や幾何分野の中のより狭い尖った専門

性に基づく知見の両者を持つことは必須です． 

 

後者の尖った専門性の知見は重要ですが，それが異分野融合の場での課題とマッチするとは

必ずしも限りません．それでも尖った専門的知見を持った経験は必要なのです．尖った研究の経

験を通して，解析方法やデータのハンドリング，論文・書籍などの過去のデータや知見の取り扱い

方，式の評価の仕方などの手法を会得できるのです．それらの手法は，多くの類似の専門研究と

共通点を持ちます．逆に言えば，各専門でのピア・レヴュウによる論文審査の洗礼も受けていない

研究者は高度な専門性を持った専門家と言えないと考えています． 

 

尖った研究方法を獲得した研究者の能力が社会へ還元することが必要ですが，人的流動性が

低い日本では欧米に比較して大きな困難を抱えています．ここでは，そのことをまず俯瞰します

[34]． 

科学技術指標２０１８／科学技術・学術政策研究所発行の「主要国の高等教育レベル（ISCED 

レベル 5～8)における教員の年齢階層構成」[35]を眺めましょう．ここからは，2005 年と 2015 年の

高等教育レベル教育機関に属する教員の各年齢層がどのように変化しているかを読み取ることが

できます．重要なことは，25～39 歳の年齢層が，10 年後 40～49 歳の枠にシフトしているか否かで

す．年齢区間の違いを考慮に入れてですが，シフトしていれば，彼らは高等教育レベルの教育機

関にそのまま残っていることを意味します．もちろん，多少のメンバーの入れ替わりはあるとは思い

ますが，日本はその通りになっています．ほ

とんど 2015 年の年齢構成は 10 年前に決ま

っているのです． 

他方， ドイツ，英国では日本と異なり，そ

うはなっていません 6． つまり，外に出て行

っているということです．外とは海外と見るこ

ともできますが，ある程度は民間企業を含む

社会と考えるのが妥当です．これは，これら

の国において，25～39歳の年齢層の大学教

員がその後，民間企業など社会に出て行け

 
6 フランスも日本と異なる傾向を持っています． 
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るシステムや文化があることを物語っています． 

高等教育レベルの教育機関の価値を理解した者が，民間に出て行ける社会であるということは，

民間から高等教育レベルの教育機関に戻ってくる割合もある程度期待できます．戻ることができれ

ば，企業の研究スタイルを知った者が，アカデミックにも少数であってもある程度存在することを意

味します．そのうちの幾割かは社会的なリーダーとして，社会をリードできるということです． 

 

88..22  アアカカデデミミッッククとと企企業業ととのの人人的的交交流流のの日日本本のの現現状状とと解解決決のの糸糸口口  

ここで，日本の現状に目を向けると更に，日本の危機が鮮明となります．日本では，現在でも，産

官学のプロジェクトの場で，企業経験が全くない研究者（企業との共同研究をやったことがある，と

か，インターンシップに参加したことがある程度）が，企業側の代弁者を自任して，発言する場面が

往々に見られます．企業経験者が皆無の会議においては，「アカデミックは上流で企業は下流」と

いう合意を前提に議論が進みます．[17]に述べられたような異分野融合の発想を見ることはまずあ

りません．企業研究の内情は想像の域を越えませんので，その背景に企業課題などはアカデミック

の手にかかれば片手間に解決できるだろうとする偏見がないとはいえません． 

科学技術について政策的議論をする見識者の中に，論文にならない研究の社会的価値を認識

したリーダーが不在なことは最大の問題です．国別の科学技術を問う場面で，論文のサイテーショ

ン力の差異を持ち出した議論などは，「論文にならない技術＝低級」という誤った理解です．官民

の高低や企業の技術者は大学より低級とする意識の露呈にすぎません．人的交流が少ない中で，

ミスリードをしているとしか思えない状況を自ら認識できる人材すら欠如しているのです． 

実際に現在，技術に関わっている研究者の意見を傾聴するという姿を，大学ではあまり見かけま

せん．企業の意見の傾聴といえば，アカデミックに近い企業研究所の若手の意見など，企業の現

場を知っているとは思えない人材の意見や，経営層の意見を聞くことに留まっており，企業の本当

の現場をアカデミック側は知ろうとはしているようには思われません． 

また，「大学は企業の問題を解決してあげる」という立場で，産官学連携がなされていたりします． 

上記の考察から判るように，余程，企業側の技術者が課題の本質と対応する大学の専門性を認識

し，大学の専門分野にマッチした問題として切り取りでもしないと，十分な成果は得られません．が，

多くの場合，課題を解決した研究者がより称賛され勝ちです．共同研究をすることで「大学の研究

レベルの方が上位である」という誤解が生まれるのもこのためです．上記の考察，特に絵画の高校

に関する例において，よい表現方法の作品を得るためには，企業側が課題を認識し，専門家に発

注することになります．その作品がよい表現方法になるか否かは，発注時点でどの専門家を選ぶか

によって方向性が定まっているということです．技術の場合も同様です．企業側の技術者が大学の

専門性をよく認識し，大学の専門分野にマッチした問題を上手く切り取ることが必須です．つまり，

大学との共同研究の結果は大きな歯車の中の一つのピースにすぎません．つまり，問題を解くこと

は称賛されるべきことですが，切り取った側の能力の方をより称賛すべきなのです．問題として切り

取る方が遥かに困難です．共同研究は，共同作業ですが，大学側からは本の一部のことしか見え

てきません．それにも関わらず，共同研究をたくさん行ったから「企業の研究スタイルをよく判って
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いる」というような言動がアカデミックでは平然と流布されています．この言動の不正確さを理解でき

る研究者がアカデミックに極めて少ないということも残念なことではあり，ミスリードを誘っています． 

もちろん，「優秀な学生は大学に残り，そうでないものは企業に行けばよい」というような雰囲気が，

大学だけではなく，企業にも社会にも多く残っていることも事実です．そのため，社会，特に，企業

の経営層は，「大学が優秀な人材の宝庫である」という過剰な思い込みを持ちがちです．個別の技

術課題よりも，一般論を問われる際に，大学を万能な特効薬だと考え，その社会利用として大学に

とって不得意な事を求めていたりするように思われます．これが，更に悪循環を生んでいるように見

受けられます． 

また，企業側も，高度な教育を受けた研究者の受け入れをためらっていたりするようにも思われ

ます．企業の研究の価値や企業の研究スタイル（文化）のアカデミックとの差異を，長らくアカデミッ

クでのみ研究を受けた研究者に，平たく説くことのできる管理者（管理職，サブリーダーレベルの者）

が存在しなければ，高度な教育を受けた研究者の受け入れは難しいのです．労働寿命より，技術

革新による技術プロジェクトの寿命が短い時代に，細かい専門性に拘泥されては困るというのが本

音だったりします．ある分野の専門家として採用された研究者が５年後に異なる専門分野の業務を

行うということが企業ではよくあることです．特に人的流動性の低い日本では，業務内容の変更に

寛容であるか否かは，人材登用の際の重要な項目となります． 

異分野融合を前提として，求められている専門性はもう少し領域の広いものであるので，微妙な

専門性の違いは重要ではありません．また，個々の細かい専門性というよりも，企業では（異分野

融合の場では），課題解決能力に長けた者が求められていることの方が多いのです．これは，パラ

ダイムの考え方とは相容れません．ましてそこで長く過ごした研究者にとっては「専門性よりも課題

解決能力が重要と言われる」と屈辱的な要請のように思えるかもしれません． 

その事実を，高度な教育を受けた研究者に，平たく粘り強く説くことは必須と思われます．その上

で，異分野融合の場で得られる科学や技術の知見は，決してアカデミックで得られるものに見劣り

しないばかりか，遥かに凌駕するものであることを説くことです．（複合的ではありますが，少なくとも，

平均的な博士１年程度が書く論文などより遥かに高度なものです．7） 欧米のように，すでに，高度

 
7 もう少し明確に言えば，企業のキーテクノロジーに関しては，アカデミックと企業の技術力の差は歴然
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な教育を受けた研究者の成功例が企業内に存在するならばそれを一つのモデルとして，どう対処

するかが判ります．日本の社会ではそのような文化が醸成さているとは言えません．日本では企業

研究者に対する尊厳がなく，「大学に残れなかった者」というネガティブな考え方もある状況です．

その中で，管理者（管理職，サブリーダーレベルの者）が説明し，研究者が違和感を持つならば，

納得するまでその問題をケース・バイ・ケースで解決するしかないのです．管理者の力量が試され

ている状況です．この認識を社会全体が持つべきと考えています． 

間違っても，博士の数を倍増すれば，なんとかなるというような主張は，私は誤りだと考えていま

す． 

 

しかし，何はともあれ，理想状態として，アカデミックが，企業との研究スタイルの差異や大学の

役割をもう少し適切に理解できるようになり，また，企業が，高度な教育を受けた技術者を受け入れ

られるようになると，好循環が生まれることも

明らかだと思います． 

２０００年以降の日本の低成長の原因の一

つが，そうした人材の活用がうまくいっていな

いことにあることは明白です．技術が高度化

している中で，高度な研究手法を学んでいな

い研究者や専門性の低い研究者だけでは，

既にそうなっている欧米や韓国と比較して，

新たな技術が生まれる確率は低くなることは

自明なことだからです．また，異異分分野野融融合合ののややりり方方をを知知ららなないい人人達達がが集集ままっっててもも，欧米の真似や新新

規規をを主主張張ででききるる論論文文等は生み出せても，進進歩歩性性ののああるる技技術術が生まれる確率は低いことも事実と思

われます．少なくとも，企業での異なる分野の専門家が集まって異分野融合を経て技術を作り上げ

て行く姿を知る者にとっては，当然なことのように感じます． 

 

従って，広くは高等教育を受けた研究者が企業で活躍できるようにすること，本話題に関してみ

れば，数学をできる研究者が企業で活躍できるようにすることが必須です． 

そのためには，企業は，高等教育を受けた研究者や数学を操れる研究者を採用し，各現場で活

躍できるようにするべきです．しかし，その状況に移行するためには，文化の違いを理解し，彼ら／

彼女達をマネージメントできる管理者（管理職，サブリーダーなどの）人材が必須なのです． 

 
としています．論文になっているものと，あまりに重要なので論文にしない技術（それは他社の製品など
を通しても推測される技術ですが）との差は比較になりません．このような事実は公になることは稀なの
で公知されることはありませんが，日本の社会，特に日本のアカデミアでは，各企業にはそのような技術
が存在し，技術が成立していることを認知できていないように思われます．例えば，米国の HP(旧
Hewlett-Packard)社などのプリンティングの技術は非常に高く，緻密で学術的にも深い知見や理論に裏付
けられていると思われますが，論文になったものは見たことがありません． 
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 高度な技術を理解し，マネージメントできる管理者人材は，少なくとも若いときに技術者・研究

者であったはずです．そのことを考えると，まずは，大学と企業の違いや，数学と現場の課題の両

方を理解した人材を，企業側にまず育成するのが第一のステップです． （企業研究者は，少なく

とも学生として大学文化に触れた者ですので，幾分かは大学の文化も理解しているはずです．） 

人的交流がない中では，言葉によってその違いを理解し，乗り越えるしかないと考えています 8．オ

ブラートに包んだようなものではなく，企業とアカデミックの優劣ではなく，その特徴やシステムの差

異・長短を俯瞰的に理解し，うまく利用することが求められています．そのような事実を理解した技

術者，研究者の幾割かは１０年後，両者を知る管理者・経営者となるのです．急いでいるからこそ，

遠回りが必要です． 

 

88..33  産産業業ででのの数数学学活活用用人人材材のの育育成成にに向向けけてて  

 再度，話題を数学活用に戻しますが，数学活用が企業においてうまく機能するためには，企業の

課題を理解している（特に中堅に以上の）研究者の数学の学びのサポートすることが重要です． 

・現場の課題を既によく理解した人材で， 

・言葉としての数学を，用途に応じて，操れるポテンシャルを持ち，数学を学びたいと考えている

人材に対して 

数学を学ぶ機会を提供するのです．そのために私は[15, 21]を書きました． 

 

 コロナ禍のオンラインコミニュケーションの普及の

お陰もあり，現在，SNS を通して，企業の研究者が

独自にコミュニティを形成し，数学の学びを行って

います．アカデミックに過度に頼らない自学の体制

を自ら構築しています．これは 10～11 世紀の大学

の成立に類似した状況です．これらの動きを社会

がサポートすること事はとても大事だと思っていま

す．個々の課題は現場の研究者しか判らないのですから，最前線の彼ら／彼女達の知識の向上

を通して貢献することが最良であろうと考えます．（私もそのような会で話をさせて頂くことができまし

た[36]．） 

パラダイムや企業の壁を乗り越える社会的ムーブメントを後押しして行く時期に来ていると考えま

す．数学が万能の技術の言葉であることは普遍的な事実です．数学はこのようなムーブメントの中

心的役割を果たすことが可能です．業種や分野に異存しない共通課題として取り上げることが可

 
8 高等教育を受けた研究者（本論では数学者）で既に，企業の現場に送り出された第一世代はよいプロト
タイプがいないがために苦悩をしていることも予想されます．その場合も行っている業務の社会的価値や
学術的深さを外部から何度も伝えることが重要と考えます．状況によっては，例えば，フォン・ノイマン
が指摘した些末な新規な研究などよりも遥かに社会的価値があることなどを早期に自覚できるような状況
を社会が作ることはとても大事だと考えています． 
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能だからです．そうして，数学的思考が，企業の現場で根付くようになると，進歩性も伴った新たな

技術が生まれる確率が大きく向上するように考えます． 

また，数学を通して，企業の技術者や研究者が，アカデミックの長短やアカデミックのシステムの

企業のものとの違いを理解できれば，アカデミックを適切に利用できるようになると考えます．将来

または現時点でも，両者を理解し適切に活用できる管理者・経営者にもなり得ます．尖った解析手

法や数学的思考の有用性と，企業の現場の問題の両方を扱うことができるのであれば，若い数学

者あるいは高度な教育を受けた研究者を管理・育成できる管理者になる可能性もあります． 

  

そういう状況が実現して初めとなるかもしれませんが，現状でも，数学を活用し，現場の課題に

対峙している技術者は多数，各企業に存在していると考えています．そこでは，前半に論じた数学

の世界と日常の関係についての困難を常に感じていると予想されます． 

その際，第６節で述べたように，技術と数学の両者を理解したフッサールの様々な考察は，現代

においても有効であり，再評価されるべきものと認識しています．「数学と現実（生活世界）」との対

応を基として，「数学と現実との乖離を認識しながら，数学化することにより数学的な枠組みで考察

を行った後に，現実を理解すると，極めて有効な技術の進歩をもたらすことがある．」という事実は，

哲学的な内容を含みます． 

本講演では，限定的なところのみを記載しましたが，「数学を如何に社会で活用するのか」ある

いは「数学と如何に人類は対峙するのか」は２１世紀の大きなテーマであると考えています．例え

ば，ワィエルシュトラスが考察した解析接続をベースとしたと思われるフッサールの「多様体」による

日常と数学の対応など，学ぶべきことは，まだまだたくさんあると考えます．これらは，単に「数学の

産業応用」ということだけではなく，２１世紀の科学観，自然観，技術観に変質を伴うかもしれないも

のでもあると考えています． 

  

第第９９節節  ままととめめ  

企業における技術の言葉としての数学の特徴は以下の通り： 

1 対象や用途によって，手法は選択される（手法ありきでは NG） 

2 数学の中でも様々な数学を融合して活用するのが基本である 

3 数学の論文誌に掲載されにくい研究テーマが多い （レフリーできる人がいない） 

4 数学が独立で何か役に立つものではない （プロジェクトの一つの要素にすぎない） 

5 数学と現実との乖離を認識しながら，対象を数学化し，数学的な枠組みで考察を行った後に，

その結果により現実を解釈・制御する操作により，技術の進歩に効果的に貢献する． 

 

数学を言葉として操ることの（哲学的，人材的）困難さを，理解・認識し，それを克服することが緊

急の課題として社会的に求められていると考えています． 
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IMI Workshop I: Geometry and Algebra in Material Science III

September 8 - 10, 2022, West W1-D-413, Kyushu University, Fukuoka, Japan

Phenomenology of mathematics
and the theory of expertise

Toshihiro SUZUKI

Sojo University, Japan

Mathematics is a formal science. However, those who have performed mathematics
know that performing mathematics not only means following formal rules, but it also
involves something that can be called intuition. Then, what is mathematical intuition
involved when one performs mathematics? The modern philosophy of mathematics
has not addressed this kind of question seriously. Husserl’s phenomenology makes it
possible to consider mathematical intuition philosophically.

Within the framework of phenomenology, founded by Husserl, we are able to talk
about grasping mathematical objects in an analogy with external perception.

Moreover, the phenomenological framework allows us to discuss the“ origins”of
mathematical objects. Husserl’s thoughts on geometry in his later years describe how
geometrical concepts arise from the technique of geodesy.

Finally, the framework for analyzing mathematical objects can be applied to an
analysis of the expertise that experts are supposed to have in various fields. We can
use this as an important tool for considering the expertise of science and technology.
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Case studies of informatics-aided nanoscale
materials simulation

Yusuke NODA

Okayama Prefectural University, Japan

Recently, techniques of information science (informatics) are widely used in various
situations in academia and industry. Especially in the field of materials science, fol-
lowing “empirical science” as the first paradigm,“ theoretical science” as the second
paradigm, and “computational science” as the third paradigm, “data-driven science” as
the fourth paradigm is drawing much attention, which develops data-driven approaches
such as extracting new findings and information, and searching for unknown materials
and structures with utilizing statistical and machine-learning techniques. In this pre-
sentation, I will introduce research examples that combined informatics and nanoscale
materials simulation, which are used for different purposes, with the keywords “utiliza-
tion of crystal structure database”, “optimization”, and “prediction model”.
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September 8 - 10, 2022, West W1-D-413, Kyushu University, Fukuoka, Japan

Applying mathematical analysis to material science
in Kyocera

Takako MASHIKO, Takuhiro TAKAHASHI

Kyocera Corp., Japan

We introduce six topics related to simulations for material science that our company
has been working on.

A molecular explanation of thermal phase transition phenomena using principal
component analysis, which is one of the coordinate transformation methods of linear
algebra, is presented. We show an example of the phase transition phenomena between
α-silica and β-silica[1]. Next, we introduce an example in which we regarded the
D-Wave quantum annealing machine as an isolated many-body physical machine to
calculate the thermalization phenomena of integrable and non-integrable systems.

A chemical solution can generally be described as an undirected graph, but a solu-
tion mainly composed of hydrogen bonds can be described as a directed graph. From
this point of view, we introduce an example of improving the reaction efficiency by
controlling the hydrogen-bonding network of molecules in the solvent, and discuss the
water cluster splitting problem[2]. We also report two application examples of data
analysis in Kyocera: the optimization of our products using machine learning and
multi-objective optimization, and the search method for important parameters to im-
prove product characteristics. Finally, we touch on how we are promoting mathematics
in Kyocera.
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Fragment Molecular Orbital (FMO) [1]
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2-methacryloyloxyethyl
phosphorylcholine (MPC)

ΔG 12.8 kcal/mol → 4.7 kcal/mol

nn
+ +
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[M] MPC
[M]

A

NaCl

0.0 0.50
B 2.5 0.50
C 0.0 0.25
D 2.5 0.25
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Generalized Amber Force Field

Restrained ElectrostaticPotential (RESP) charge
calculated by B3LYP/6-31G(d)
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(g/cm3) [1] 

A 1.023

B 1.137

C 1.022

D 1.123

[1] private discussion
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NaCl [M] MPC [M]
A 0.0 0.50
B 2.5 0.50
C 0.0 0.25
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IMI Workshop I: Geometry and Algebra in Material Science III

September 8 - 10, 2022, West W1-D-413, Kyushu University, Fukuoka, Japan

Interpretation of the hidden symmetry of hydrogen
atoms using Clifford algebra

Yuto ITO

Tokyo, Japan

Researches on hydrogen atoms have played an important role in the development of
theoretical physics. The development of quantum mechanics and quantum field the-
ory are good examples. Apart from the major developments in theoretical physics,
interesting mathematical structures have been found in hydrogen atoms by incorpo-
rating findings from various mathematical fields. One such mathematical structure is
“hidden symmetry”. Hydrogen atoms are known to be highly degenerate under the
non-relativistic approximation. This high degree of degeneracy cannot be explained by
the three-dimensional rotational symmetry, which is easily assumed from the potential
shape of hydrogen atoms, but can only be explained using a larger symmetry, four-
dimensional rotational symmetry [1]. Such a high degree of symmetry is often referred
to as a hidden symmetry or a dynamical symmetry. In this talk, the interpretation of
the hidden symmetry of hydrogen atoms using Clifford algebra will be discussed. In
general, Lie groups and Lie algebras are the most famous tools to describe such sym-
metries and in comparison, interpretations using Clifford algebras are minor. However,
I found some useful points in this interpretation, therefore I will present it.

References

[1] M. Bander and C. Itzykson, Group theory and the hydrogen atom (I). Rev. Mod. Phys. 38, 330
(1966). https://doi.org/10.1103/RevModPhys.38.330.
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Clifford 代数を用いた 
水素原子の隠れた対称性の解釈　

2022年9月9日 
伊藤祐斗 

＠材料科学における幾何と代数III

9:40-10:40

本講演のキーワード
2

材料科学における幾何と代数

水素原子 
元素周期表

コンパクト化 
立体射影 

Hopf fibration
Lie代数・Lie群 
Clifford 代数

対称性
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目次 3

2. コンパクト化 
立体射影

隠れた対称性を見出す二つの手法

1. イントロ：水素原子の隠れた対称性とは？

4. Clifford代数による解釈

3. 線形化 
Hopf fibration

※非相対論的水素原子の束縛状態に限定します

目次 4

1. イントロ：水素原子の隠れた対称性とは？

4. Clifford代数による解釈

隠れた対称性を見出す二つの手法

2. コンパクト化 
立体射影

3. 線形化
Hopf fibration
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球対称な系のエネルギー 5

球対称性を持つポテンシャルに対する Schrödinger 方程式 

 

球極座標において変数分離することが可能であり解は 
 の関数 

 

 
と書かれる．  は球面調和関数，  は動径方向関数（  に依存する）， 

同じエネルギーを持つ状態は複数ある（＝縮退）． 
縮退数は ．

[− ℏ2 ∇2

2me
− V(r)] Ψ(r) = EΨ(r)

En,l = n, l

Ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ)

n, l ≥ 0, m = − l, − l + 1,⋯, l − 1,l
Ylm Rnl V

2l + 1

水素原子のエネルギー 6

非相対論的水素原子の Schrödinger 方程式は以下である． 

 

束縛状態のエネルギー（ ）は次のようになる． 

  

 

  
と書かれる．  は Laguerre 陪多項式を用いて書かれる．

[− ℏ2 ∇2

2me
− κ

r ] Ψ(r) = EΨ(r), κ = e2

4πϵ0

< 0

En,l = − 1
2(n + l + 1)2

κ2me

ℏ2 , n, l ≥ 0

Ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ)

m = − l, − l + 1,⋯, l − 1,l
Rnl
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水素原子における偶然縮退 7

E1,0

E0,0

E2,0

E0,1

E1,1
E0,2

E3,0
E2,1

E0,3E1,2

水素原子の場合一般の球対称ポテンシャルの場合

En,l = − 1
2(n + l + 1)2

κ2me

ℏ2 , n, l ≥ 0

水素原子の場合，  が同じならば同じエネルギー（= 縮退）． 
球対称性では説明できない高度な縮退＝偶然縮退がある．

n + l

En,l = n, l の関数

E1,0

E0,0

E2,0

E0,1

E1,1 E0,2

E3,0 E2,1 E0,3E1,2

どれくらい縮退するか？ 8

l=0 
S軌道

l=1 
P軌道

l=2 
D軌道

l=3 
F軌道

l=4 
G軌道

縮重度 
N2

スピン軌道数 
2N2

N=1 1 1 2

N=2 1 3 4 8

N=3 1 3 5 9 18

N=4 1 3 5 7 16 32

N =5 1 3 5 7 9 25 50

En,l = − 1
2(n + l + 1)2

κ2me

ℏ2 , n, l ≥ 0, m = − l, − l + 1,⋯, l − 1,l

水素原子のエネルギーは  に依存する．N = n + l + 1
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2 
8 
8 
18 
18 
32 
32

偶然縮退と周期表の関係 9

※実際には原子は多体系なので水素原子の結果以上のことが必要． 
1s → 2s → 2p → 3s → 3p → 4s → 3d → 4p → 5s → 4d → 5p → 6s  
の順で大まかには収容されていく．

周期表の構造に水素原子における縮重度が反映されている！

隠れた対称性 10

偶然縮退が生じる理屈は何だろうか？ 
一般には対称性があると縮重度が大きくなる． 
球対称性より大きい隠れた対称性が示唆される．

E1,0

E0,0

E2,0

E0,1

E1,1 E0,2

E3,0 E2,1 E0,3E1,2
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目次 11

1. イントロ：水素原子の隠れた対称性とは？

隠れた対称性を見出す二つの手法

2. コンパクト化 
立体射影

3. 線形化
Hopf fibration

4. Clifford代数による解釈

角運動量保存則とSO(3)対称性 12

Lx = ℏ
i (x

∂
∂y

− y
∂
∂x )

[Li, Lj] = LiLj − LjLi = iℏϵijkLk

HΨ = [− ℏ2 ∇2

2me
− V(r)] Ψ(r) = EΨ(r)

[H, Li] = HLi − LiH = 0

球対称性を持つポテンシャルに対する Schrödinger 方程式

角運動量ベクトル

角運動量保存則

 Lie 代数の生成元となる．so(3)

L = r × p
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LRL ベクトル保存則と?対称性 13

HΨ = [− ℏ2 ∇2

2me
− κ

r ] Ψ(r) = EΨ(r)

[H, Mi] = HMi − MiH = 0

M = 1
2me

(p × L − L × p) − κr
r

これらは有限次元 Lie 代数とはならない．

[Li, Lj] = iℏϵijkLk, [Mi, Lj] = iℏϵijkMk, [Mi, Mj] = − iℏ 2H
me

ϵijkLk

水素原子に対する Schrödinger 方程式

LRL ベクトル

LRLベクトル保存則

保存則の古典力学的解釈 14

(1) 角運動量保存則の意味 
•方向：運動する平面の法線方向，大きさ：面積速度に比例 
→運動する平面が不変，面積速度が一定． 
•三成分の保存はエネルギー保存と独立な情報 

(2) LRLベクトル保存則の意味 
•方向：原点から近日点を指す向き，大きさ：離心率と比例（ ） 
→近日点が不変，離心率が一定． 
•特に「近日点が不変」は角運動量及びエネルギー保存と独立な情報 

トータルで５つの独立な保存量→最大超可積分系の代表例

M = eκ

(2)

(1)

(1)
(2)

(2)
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水素原子に潜むso(4)対称性 15

エネルギー  の部分空間に制限→演算子  をスカラー  と見なせる． 
添字に対して反対称となる形式的な記号 

但し，

を導入すると， 

となるが，これは Lie 代数 を成すことを表す． 
力学的対称性，隠れた対称性，等と呼ばれることがある．

E < 0 H E

L23 =
L1
iℏ

, L31 =
L2
iℏ

, L12 =
L3
iℏ

, L14 =
M̃1
iℏ

, L24 =
M̃2
iℏ

, L34 =
M̃3
iℏ

M̃ = M
me

−2E

[Lμν, Lσρ] = δμσLνρ + δνρLμσ − δμρLνσ − δνσLμρ

so(4)

立体射影とコンパクト化 16

水素原子の Schrödinger 方程式を運動量空間で書くと積分方程式になる． 

立体射影変換でコンパクト多様体である超球面  上の積分方程式となる． 

1
(p2 + p2

0)
meκ
π2ℏ ∫R3

dp′
ψ̃ (p′)
p − p′ 2 = ψ̃(p), p2

0 = − 2meE < 0

S3

u =
p2

0 − p2

p2
0 + p2 n +

2p0
p2

0 + p2 p, Ψ̃(u) = 2π2

p0 (
p2

0 + p2

2p0 )

2

ψ̃(p), G (x) = 1
4π2 x 2

Ψ̃(u) =
2meκ
p0ℏ ∫S3

dΩ (u′) Ψ̃ (u′) G (u − u′)
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超球面  上自由粒子との等価性S3 17

積分核  の正体は  上自由粒子の Green 関数． 

ここで  は  上の Laplace-Beltrami 作用素． 

Stokesの定理等より，  上の自由粒子の Schrödinger 方程式に帰着． 

Laplace-Beltrami 作用素  と前述の  の関係 

 は変換後の空間  あるいは  の回転生成子である．

G (x) = (4π2 x 2
)

−1
S3

ΔS3G(u − u′) = − δ(u − u′) |S3

ΔS3 S3

Δℝ4 = 1
u3

∂
∂u (u3 ∂

∂u ) +
ΔS3

u2

S3

ΔS3Ψ̃(u) = ΛΨ̃(u)

ΔS3 Lμν

ΔS3 = ∑
1≤μ<ν≤4

L̃2
μν, (p2

0 + p2)−2L̃μν(p2
0 + p2)2 = Lμν

L̃μν ℝ4 S3

目次 18
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3. 線形化 
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線形化の歴史 19

■ 天体力学が起源 
•古くは Euler が１次元上の３体問題の解析に使った．（18C） 
•時間・空間の変数変換により力の発散を取り除く．（正則化） 
•調和振動子の運動方程式に変換される．（線形化） 

■ ２次元バージョンの発見（19C~20C前半） 
•Goursat, Bohlin, Levi-Civita らによる 
•共形変換の一種を用いることで2D Kepler → 2D 調和振動子  

■ 高次元化の取り組み（20C中盤まで） 
•長らく３次元バージョンは見つからず． 
•3D Kepler → 3D 調和振動子 は可能？

Kustaanheimo-Stiefel 変換

r > 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π, 0 ≤ σ < 4π

1960s に発明された３次元バージョン． 
Kustaanheimo-Stiefel（KS）変換は三次元を四次元に埋め込む変換．

20

ΦKS : ℝ3 × S1 → ℝ4 : (x1, x2, x3, σ) ↦ (q1, q2, q3, q4)

q1 = r cos (
θ
2 ) cos (

σ + ϕ
2 )

q2 = r cos (
θ
2 ) sin (

σ + ϕ
2 )

q3 = r sin (
θ
2 ) cos (

σ − ϕ
2 )

q4 = r sin (
θ
2 ) sin (

σ − ϕ
2 )

x1 = r cos θ
x2 = r sin θ cos ϕ
x3 = r sin θ sin ϕ

球極座標 Cylindrical 座標 
Euler の四次元座標
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どんな変換か？ 21

q1 = cos (
+ϕ
2 )

q2 = sin (
+ϕ
2 )

ϕ = 0ϕ = 2π

x1 = 0
x2 = cos ϕ
x3 = sin ϕ

ϕ = 2π
ϕ = 0

一周しても戻れない，戻るには二周する必要．

q3 = cos (
−ϕ
2 )

q4 = sin (
−ϕ
2 )

 で固定して考えるr = 1, θ = 0, σ = 0

Hopf fibration 22

ファイバー, ファイバー束, 底空間

KS変換（の  への制限） はねじれがある 

 と  は局所的には似ているが全体としては異なることを示唆． 
→ こういった状況を記述するのがファイバー束

r = 1 ΦKS |r=1 : S2 × S1 → S3

S2 × S1 S3

Hopf fibration: S1 ↪ S3 → S2

※ Hopf fibrationにはファミリーがある．

  ← Levi-Civita 変換に相当 

  ← 5次元水素原子-8次元調和振動子対応 

 ← 9次元水素原子-16次元調和振動子対応

S0 ↪ S1 → S1

S3 ↪ S7 → S4

S7 ↪ S15 → S8

球面  の各点に円周  があるが，それらがねじれて繋がっているS2 S1
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 上調和振動子との等価性ℝ4 23

水素原子 Schrödinger 方程式 

 

に対して変数  を導入して KS 変換を行うと， 

４次元調和振動子の Schrödinger 方程式に帰着する． 

 

波動関数が  に陽によらないという拘束条件から以下の式も成立する． 

HΨ(r) = [− ℏ2 ∇2

2me
− κ

r ] Ψ(r) = EΨ(r)

k = −
8meE

ℏ2 , λ =
8meκ

ℏ2

[−∇2
q + kq2] Ψ(q) = λΨ(q)

σ

(q1
∂

∂q2
− q2

∂
∂q1

+ q3
∂

∂q4
− q4

∂
∂q3 ) Ψ(q) = 0

SO(4) 対称性は何処にあるか？24

so(2) ⊕ so(4) ⊂ so(6)

q1
∂

∂q2
− q2

∂
∂q1

+ q3
∂

∂q4
− q4

∂
∂q3

拘束条件の生成元 拘束条件の生成元と可換な演算子
（中心元）からなる部分 Lie 代数

水素原子の対称性に相当する

四次元調和振動子のSchrödinger方程式 

  

の対称性は  である（n次元調和振動子は ）．

[−∇2
q + kq2] Ψ(r) = λΨ(q)

su(4) ≃ so(6) su(n)

4D調和振動子 
の対称性

からなる部分 Lie 代数
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二つの手法の比較 25

S3 ℝ4

手法 コンパクト化 線形化

舞台 運動量空間 位置空間

幾何学 立体射影変換 Hopf fibration

行先 S3 ℝ4

帰着するモデル 自由粒子 調和振動子

両手法ともに低次元空間から高次元を発想する手法である． 
そもそもなぜ高次元発想の仕組みを解釈したい

目次 26
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Clifford代数とは 30

■ 内積空間 ℝn

■ 外積代数 ⋀(ℝn)

■ Clifford 代数 Cln

内積・外積が代数の内部演算に組み込まれている（cf.  ） 

→ 面積・体積・回転，といった幾何学的な量・操作を統一的に扱える

⟨ei, ej⟩ ∈ Cln

 を基底とする線形空間 

 （反対称性）

{ei1ei2⋯eik |0 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ ⋯ ≤ ik ≤ n}

eiej = − ejei (i ≠ j)

 （正規直交基底）e1, e2, ⋯, en, ⟨ei, ej⟩ = δij

線形空間としては外積代数と同型（  上代数としては異なる） 
 を課す（量子化）

ℝ
e2

i = − ⟨ei, ei⟩ = − 1

（反対称テンソル代数）

（量子化）

Clifford代数の例 32

■ 例1  （複素数体との  上代数同型） 
基底：0重ベクトル , 1重ベクトル  に対して， 

（量子化の式） 
が成立する． 
例えば，以下のようにとると矛盾がない． 

（  は  の虚数単位元） 

■ 例2 （四元数体との  上代数同型） 
基底：0重ベクトル , 1重ベクトル , 2重ベクトル  に対して，  

,  （量子化の式） 
が成立する． 
例えば，以下のようにとると矛盾がない． 

（  は  の虚数単位元）

Cl1 ≃ ℂ ℝ
1 e1

e2
1 = − 1

e1 = i i ℂ

Cl2 ≃ ℍ ℝ
1 e1, e2 e1e2

e2
1 = e2

2 = − 1 (e1e2)2 = e1e2e1e2 = − e2
1e2

2 = − 1

e1 = i, e2 = j, e1e2 = k i, j, k ℍ
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33

Cl0 ℝ
Cl1 ℂ
Cl2 ℍ
Cl3 ℍ ⊕ ℍ
Cl4 ℍ(2)
Cl5 ℂ(4)
Cl6 ℝ(8)
Cl7 ℝ(8) ⊕ ℝ(8)
Cl8 ℝ(16)

Clifford 代数 同型な代数

Cl0ll ℝ
Cl1 ℂ
Cl2ll ℍ
Cl3ll ℍ ⊕ ℍ
Cl4l ℍ(2)
Cl5l ℂ(4)
Cl6ll ℝ(8)
Cl7ll ℝ(8) ⊕ ℝ(8)
Cl8 ℝ(16)

 上代数同型のまとめℝ

代表的な応用：回転の表現 34

1重ベクトル  は  次元ベクトル 
2重ベクトル  は  次元空間の回転生成子（  を構成） 

 の随伴表現は  次元空間の回転表現（  を構成）

ei n

eiej n so(n)

exp(eiej /2) n SO(n)

Euler の式の拡張  を用いて回転を表現できる． 

   

   

exp (θ
eiej

2 ) = cos θ
2

+ eiej sin θ
2

exp (θ
eiej

2 ) eiexp (−θ
eiej

2 ) = (cos θ
2

+ eiej sin θ
2 ) ei (cos θ

2
− eiej sin θ

2 )

= (cos2 θ
2

− sin2 θ
2 ) ei + (2 sin θ

2
cos θ

2 ) ej

= (cos θ)ei + (sin θ)ej

exp (θ
eiej

2 ) ejexp (−θ
eiej

2 ) = (−sin θ)ei + (cos θ)ej

θ ei

ej

(cos θ)e i+
(sin

θ)e j(−sin θ)ei+
(cos θ)ej

122



Clifford 代数における高次元化36

 を考える． 

2重ベクトルたち：  

 

 を構成する． 

1重ベクトルたち：  

を加えると， 

 

 を構成する． 
一段高い回転を表現可能．

Cl3

L23 = 1
2

e2e3, L31 = 1
2

e3e1, L12 = 1
2

e1e2

[Lμν, Lσρ] = δμσLνρ + δνρLμσ − δμρLνσ − δνσLμρ, 1 ≤ μ, ν, σ, ρ ≤ 3

so(3)

L14 = 1
2

e1, L24 = 1
2

e2, L34 = 1
2

e3

[Lμν, Lσρ] = δμσLνρ + δνρLμσ − δμρLνσ − δνσLμρ, 1 ≤ μ, ν, σ, ρ ≤ 4

so(4)

水素原子 so(4) のおさらい 38

角運動量： ,  

 

so(3)を構成する． 

LRLベクトル：  

 

を導入すると， 

 

となるが，これは Lie 代数  を成すことを表す． 
一段高い次元に持ち上がるのが立体射影と関係．

L = r × p L23 =
L1
iℏ

, L31 =
L2
iℏ

, L12 =
L3
iℏ

[Lμν, Lσρ] = δμσLνρ + δνρLμσ − δμρLνσ − δνσLμρ, 1 ≤ μ, ν, σ, ρ ≤ 3

M̃ =
me

−2E [
1

2me
(p × L − L × p) − κr

r ]

L14 =
M̃1
iℏ

, L24 =
M̃2
iℏ

, L34 =
M̃3
iℏ

[Lμν, Lσρ] = δμσLνρ + δνρLμσ − δμρLνσ − δνσLμρ

so(4)
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水素原子 so(4) とClifford代数  の対応Cl3
39

■ 水素原子におけるso(4) 
空間反転に対する振る舞いの異なる三次元空間の物理量， 

 は「極性ベクトル」（空間反転で奇） 

 は「軸性ベクトル」（空間反転で偶） 

これらを混合することで高次元の代数 so(4) の構造が見えてきた．  

■ Clifford 代数  
空間反転に対する振る舞いの異なる元 
1重ベクトル  は「極性ベクトル」（空間反転で奇） 
2重ベクトル  は「軸性ベクトル」（空間反転で偶） 
を混合した演算が可能である． 
これらを混合することで高次元の代数 so(4) の構造が見えてきた．

L = r × p

M = 1
2me

(p × L − L × p) − κr
r

Cl3

e1, e2, e3

e1e2, e2e3, e3e1

Clifford 代数を用いたHopf fibration 40

 のノルム1の要素の集合は  と見做せる． 
この要素は， 

 

と書ける． 

 

を考えると，これの全体は  と見做せる． 
写像  は  から  への写像と見做せる． 

さらに  より， Hopf fibration と見做せる．

Cl2 ≃ ℍ S3

Q = exp(−ψk)(sin θ
2

cos ϕi + sin θ
2

sin ϕj + cos θ
2

k)

= sin ψ cos θ
2

+ cos(ϕ − ψ)sin θ
2

i + sin(ϕ − ψ)sin θ
2

j + cos ψ cos θ
2

k

0 ≤ ψ ≤ 2π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π

Q̄kQ = − (sin θ
2

cos ϕi + sin θ
2

sin ϕj + cos θ
2

k) k (sin θ
2

cos ϕi + sin θ
2

sin ϕj + cos θ
2

k)
= sin θ cos ϕi + sin θ sin ϕj + cos θk

0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π

S2

f(Q) = Q̄kQ S3 S2

Ker( f ) = S1

Euler の四次元座標
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Clifford 代数を用いたHopf fibration 41

 のノルム1の要素の集合は  と見做せる． 
この要素は， 

 

と書ける． 

 

を考えると，これの全体は  と見做せる． 
写像  は  から  への写像と見做せる． 

さらに  より， Hopf fibration と見做せる．

Cl2 ≃ ℍ S3

Q = exp(−ψk)(sin θ
2

cos ϕi + sin θ
2

sin ϕj + cos θ
2

k)

= sin ψ cos θ
2

+ cos(ϕ − ψ)sin θ
2

i + sin(ϕ − ψ)sin θ
2

j + cos ψ cos θ
2

k

0 ≤ ψ ≤ 2π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π

Q̄kQ = − (sin θ
2

cos ϕi + sin θ
2

sin ϕj + cos θ
2

k) k (sin θ
2

cos ϕi + sin θ
2

sin ϕj + cos θ
2

k)
= sin θ cos ϕi + sin θ sin ϕj + cos θk

0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π

S2

f(Q) = Q̄kQ S3 S2

Ker( f ) = S1

Euler の四次元座標

三次元極座標

スピン群による Hopf fibration の解釈 42

 では 1~3次元のスピン群を考えることができる． 

 

 は  より生成，  は  より生成．  
ここで， 

  
あることを用いると，（群同型定理に似ているが違う） 

  
したがって， 

　

Cl2 ≃ ℍ

G = Spin(3) = {h ∈ ℍ | |h | = 1} ≃ SU(2) ≃ S3

H = Spin(2) = {ekt |0 ≤ t < 2π} ≃ U(1) ≃ S1

K = Spin(1) = {1, − 1} ≃ O(1) ≃ ℤ2

G e1, e2, e1e2 H e1e2

G ≥ H ≥ K, G ▹ K, H ▹ K ⇒ G/K ≃ (G/H)/(K /H)

SU(2)/U(1) ≃ (SU(2)/ℤ2)/(U(1)/ℤ2) ≃ SO(3)/SO(2)

S3/S1 ≃ SU(2)/U(1) ≃ SO(3)/SO(2) ≃ S2
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スピン群による Hopf fibration の解釈 43

 では 1~3次元のスピン群を考えることができる． 

 

 は  より生成，  は  より生成．  
ここで， 

  
あることを用いると，（群同型定理に似ているが違う） 

  
したがって， 

　

Cl2 ≃ ℍ

G = Spin(3) = {h ∈ ℍ | |h | = 1} ≃ SU(2) ≃ S3

H = Spin(2) = {ekt |0 ≤ t < 2π} ≃ U(1) ≃ S1

K = Spin(1) = {1, − 1} ≃ O(1) ≃ ℤ2

G e1, e2, e1e2 H e1e2

G ≥ H ≥ K, G ▹ K, H ▹ K ⇒ G/K ≃ (G/H)/(K /H)

SU(2)/U(1) ≃ (SU(2)/ℤ2)/(U(1)/ℤ2) ≃ SO(3)/SO(2)

S3/S1 ≃ SU(2)/U(1) ≃ SO(3)/SO(2) ≃ S2

2重ベクトルに 
よる回転表現

1,2重ベクトルに 
よる回転表現 
（高次元化）

2重ベクトルが 
生成するスピン群

1,2重ベクトルが 
生成するスピン群 

（高次元化）

微分同相

まとめ 44

■ 水素原子は高度な準位縮退があり，背後に隠れた対称性がある． 

■ 隠れた対称性は四次元回転対称性 SO(4) である． 

■ 隠れた対称性を見出す手法として， 
１）コンパクト化（立体射影），2）線形化（Hopf fibration） 
を紹介したが，いずれも高次元を経由する手法である． 

■ Clifford 代数は高次元を発想する機能を持つ． 

■ 立体射影の方は  の構造から説明できる． 
■ Hopf fibrationの方は  の構造から説明できる． 

Cl3
Cl2
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IMI Workshop I: Geometry and Algebra in Material Science III

September 8 - 10, 2022, West W1-D-413, Kyushu University, Fukuoka, Japan

General topological approach to geometric patterns
of matters

Shousuke OHMORI

Waseda University, Japan

Characteristic geometrical patterns of matters in solid and liquid states, such as the
graphic structure of polymers, the clusterized structure of molecular liquids, or the
dendritic structure in solidification, have been hugely studied from the viewpoint of
disordered physics [1,2]. To investigate geometric patterns, several mathematical meth-
ods using topological concept, e.g., persistent homology theory [3], have been also de-
veloped. In my talk, the studies about characterizing geometric patterns based on
general topology (point-set topology) are reviewed and the recent results of this topo-
logical approach are introduced [4,5].

The geometric patterns can be discussed in the context of continuum theory, which
is one of the field of general topology [6]. A topological space is called a continuum if
it is a connected compact Hausdorff-space, and a geometric pattern is specified by a
continuum or a direct sum of continua.

For instance, a geometric pattern with dendritic structure is described as a topo-
logical dendrite that is a locally-connected continuum (a Peano-continuum) without
simple closed curve. These continua corresponding to the geometric patterns can be
represented universally based on a set of equivalence classes for a specific topological
space X. In the present talk, adapting a Cantor cube ({0, 1}Λ, τΛ0 ) as X, the universally
representations of continua are shown and their geometrical relations are discussed.
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[2] N. E. Cusack, The Physics of Structurally Disordered Matter: An Introduction
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[5] S. Ohmori, Y. Yamazaki, T. Yamamoto, and A. Kitada, Phys. Scr. 94, 105213
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General Topological Approach to Geometric Patterns of Matters

IMI Workshop II: III

(Zoom IMI)
(9/8-10 2022)
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(General Topology)

•

•

•

•

• ( )

• Cantor cube model
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•

•

•

•

•

X : τ (X, τ)

← Urysohn etc.

← Hausdorff

← G.T.

Note : 

Def. 

Sorgenfrey 

IMI III 9/9/2022 

(Sorgenfrey )

Note: (continuous)

R1 :

τS R1 , where 

Sorgenfrey (R1, τS)

R1

R1

0

f

R1

R1

0

g

f g

V

f -1(V)

V

g -1(V)

Note : τ| | R1
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Sorgenfrey 

(R1, τS)
• 0-dimensional (0 )

• perfect ( ) i.e.,

• T1+T4 (i.e., normal space)

•

(X,τ) 0-dim (0 )

x X, x U τ, u τ ∩ , s.t., x u U

0-dim (1 )

(X,τd) : , X ={xn} 0-dim

[ ]

,  

, 

R1

(τS ≠ τ| |)

,

U

x u

IMI III 9/9/2022 

?f

0 1

0 1

1

continuous, onto

Yes

locally-connected [0,1]

i.e., X : locally-connected, continuum f : [0,1]→X, continuous, onto

Hahn-Mazurkiewicz Theorem

(X, τ) (continuum)

(X, τ) connected, compact, Hausdorff ( )-

, locally-connected, continuum Peano-continuum

Question : 

[0,1] [0,1] [0,1]

i.e., [0,1] [0,1] [0,1]

locally-connected
continuum
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Cantor 1/3 (CMTS)

: , : , : 

Koch

(I) (2002)

IMI III 9/9/2022 

(Hata (1985)) (X,τd)

( ) (weak contraction)

where 

(X,τd) : 

s.t. .

, .

Hutchinson (1981), Hata (1985), Nakamura, et.al.,(1995)

Note : 
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(X, τ) (topological self-similar, TSS)

;

1. i.e., d : metric s.t., τ = τd

2. 1. d 

( -TSS)

Cantor 1/3 (CMTS) Sierpinski

Note: CMTS SC universality
(ex. 0-dim, compact CTMS )

IMI III 9/9/2022 

(X,τd) (i) one to one, 

(ii) -TSS

Hutchinson (1981), Hata (1985)

Questions • TSS

• TSS

←

←

a) ( etc.)    b) end point (dendrite etc.)

c) TSS (Sierpinski etc.)

(X,τd)

, 0-dim, perfect -TSS

Hutchinson (1981), Kitada (2002)

(i) one to one      (ii) Card 

(iii) 

f2

f1

0 1

1

f1(x)=1/3x, f2(x)=1/3x+2/3
( )

-
(dendrite)
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(Ɗ,τ(Ɗ)) (X,τ) ( )(decomposition space)

Ɗ : partition of X, i.e., X = Ɗ, D∩D’ ≠ (D, D’ Ɗ)
τ(Ɗ) ={Ʋ Ɗ; Ʋ τ} : decomposition topology

( π : X → Ɗ, x D Ɗ  where 1D  s.t., x D natural map )

(X,τ) : 0-dim, perfect, T0-space, or Peano-continuum

non-trivial sequence {X, Ɗ1,Ɗ2,…} of decomposition spaces s.t.,

each Ɗ is a 0-dim, perfect, T0-space, or Peano-continuum, respectively

Kitada (2012)

(X,τ) : 0-dim, perfect, TSS , TSS {X, Ɗ1,Ɗ2, …}

i.e., X Ɗ1 Ɗ2 …

Corollary

D
D’

Note TSS TSS
connected, T.S.S Peano-continuum

X

IMI III 9/9/2022 

(X,τ) 0-dim, perfect, T0-space, or Peano-continuum

• X 0-dim, perfect, T0-space

(τ ∩ i , ∩ = (i ≠ j)

(τ ∩ j , ∩ = (j ≠ l)

• X Peano-continuum

i ,

j ,

0-dim, perfect, T0

Peano-continuum

CMTS

Koch
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• X 0-dim, perfect, T0-space

(τ ∩

i , ∩ = (i ≠ j)

X

f
continuous onto

1 ( )

for 

for 

for 

Fix

, continuous, quotient, onto (not one to one)

Def.  f : (X,τ) → (Y,τ’) , quotient ( ) τ’ = τf ≡{U Y, f -1(U) τ}

Peano-continuum

IMI III 9/9/2022 

f : (X,τ) → (Y,τ’) : quotient, onto h : (Y,τ’) (Ɗ,τ(Ɗ)),  y f -1(y) : 

Theorem

( )

where, (Ɗ,τ (Ɗ)) : decomposition space of X, (the space of fibers)
Ɗ = { f -1(y) X ; y Y }, τ(Ɗ) ={Ʋ Ɗ; Ʋ τ}

• , quotient, onto (not one to one) h : X1 Ɗ

(Ɗ,τ (Ɗ)) : 0-dim, perfect, T0-space or Peano-continuum

X Ɗ1 Ɗ2 … Ɗi

• X 0-dim, perfect, TSS Ɗi CMTS

X Ɗ1 Ɗ2 …
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X

f j
1

h1

Ɗ1

X

h1

f j
2

f j
3

f j

Ɗ1

Ɗ2 Ɗ2

Ɗ3 Ɗ3

X : 0-dim, perfect TSS or connected TSSe

( -TSS )

Ɗ1 : decomposition TSS of XƊ

Ɗ1 Ɗ1 ( -TSS )

h1 : X Ɗ1
h2 h2

h3 h3

Ɗ2 : decomposition TSS of Ɗ1Ɗ

Ɗ Ɗ2 ( -TSS )

h2 : Ɗ1 Ɗ2

((b)-(d))

(a) ( ) (b) ( )

(c) ( ) (d) ( )

IMI III 9/9/2022 
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Topology Structure of Matters(TSM))
( )

IMI III 9/9/2022 

• continuum direct sum of continua 

• X 

TSM

X TSM

X

Y1 Y2 Y3
(continua)

( )

S. Ohmori, et.al., Phys. Scr., 94 105213 (2019)

•

X- ( )
( )

→
( )

X decomposition space Ɗ of X

equivalence relation

• X

X

Y1

Y2

Ɗ1

Ɗ2

Ɗ3 Y3

Ɗ : TSM Y : TSM

IMI III 9/9/2022 

(quotient)
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(X,τ) : 0-dim, perfect, compact, Hausdorff-space, (Y,τd) : compact metric space 

f : (X,τ) → (Y,τd) , continuous onto

Hausdorff-Alexander theorem

h : (Y,τd) (Ɗ,τ (Ɗ)),  y f -1(y)

(Ɗ,τ (Ɗ)) : decomposition space of X, 

where, Ɗ = { f -1(y) X ; y Y }, τ(Ɗ) ={Ʋ Ɗ; Ʋ τ}
(the space of fibers)

X Y
f

Ɗ h

→ TSM , 0-dim, perfect, compact, Hausdorff-space X
decomposition space Ɗ

Cantor cube model

0-dim, perfect, compact, Hausdorff-space

Card Λ=ℵ0  (ex. Λ = N)
(X,τ) is a Cantor set (τ = τd , d(x, y) = |xi-yi|/2i )

({0,1}Λ, τ0Λ) : Λ-product space of the discrete space ({0,1}, τ0 ) 
{0,1}Λ = {s Λ→{0,1}},  τ0 : discrete topology for {0,1}, 

(X,τ) = ({0,1}Λ, τ0Λ) (CardΛ ℵ0)

Λ = N, R, etc.,

IMI III 9/9/2022 
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1. finite graph : a continuum that is the union  of 
finitely many arcs two of which are either disjoint or 
intersect only one or both their end points

( , )

2. tree : a graph which contains no simple closed curve

( , DLA )

( )

TSM continuum

Y. Tezuka, et.al., J. Am. Chem. 
Soc. 123 11570 (2001)

T. Morishita,
Phys. Rev. Lett.
87 105701 (2001)

IMI III 9/9/2022 

• arc a topological space homeomorphic to [0,1]

( , - )

3. dendrite : a Peano-continuum 
(locally connected, continuum) that contains no 
simple closed curve

TSM continuum

IMI III 9/9/2022 

4. direct sum of continua

( , , )

Ci , τi)

where, each Ci is a continuum

τi ={U Ci , U∩Ci τi , i=1,..,s}

Note : a tree implies a dendrite
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: = ki/2i , ki {0,1}, i = 1,2,…

b Y h(b) = {s {0,1}Λ ; sλ1= k1, sλ2= k2, …} Ɗ

•
({λ1, λ2, …, } Λ)

arc Y Cantor cube ({0,1}Λ, τ0Λ) :(Ɗ, τ(Ɗ))

Ɗ= {Sb : b Y1}   (τ(Ɗ) ={Ʋ Ɗ; Ʋ τ0Λ})

TSM = Y : arc
b

F 

b’0 1
b’ = F(b)

Y

b Y h(b) = {s {0,1}Λ ; sλi= ki, i=1, … , n, sλn+1= 0,sλn+2= 1, sλn+3= 1, …}
{s {0,1}Λ ; sλi= ki, i=1, … , n,, sλn+1= 1, sλn+2=0, sλn+3= 0, …} Ɗ1

IMI III 9/9/2022 

M = {l/2n [0,1] ; n = 1,2,…, l = 1,2, .. ,2n-1}

F : Y [0,1]

•

-(2)

-(1)

Sb =
(1), 

(2), 
b

“ ” b h(b)

YY Ɗ
h 

TSM = Yg : graph

X = {0,1}Λ

Yg Ɗg
h 

Yg = E1 E2 En

Ei : arc ( [0,1] ), Ei ∩ Ej = end point or Φ( )

{0,1}Λ = A1 An (Ai : topological cone)

A1 = {0}ξ1 {0,1}Λ-{ξ1}

Ai = {1}ξ1 {1}ξ2 … {0}ξi {0,1}Λ-{ξ1,.., ξi} 

An = {1}ξ1 … {1}ξn {0,1}Λ-{ξ1,.., ξn}

x [Atj∩Stj
x ] , b Ai∩Si

b

graph Yg Ɗg

• Atj : Yg arc Etj

• Sj
b : Ej

b

x

end points

arc

E1

E2

Ei

Ej

(i=2,…,i-1)

IMI III 9/9/2022 
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TSM = Yc : direct sum of continua

Yc = ( Ci , τi)

Ci : finite graph, i=1,…,s (s : )

x Ji0∩ [Atj∩Stj
x ] , b Ji0∩ [Aj∩Sj

b]

direct sum Yc Ɗc

{0,1}Λ = J1 Js : (Ji : cone)

Ji Ci (i=1,…,s)

Ci graph

• Ji0 : b Ci0

• […] : b Ci0 graph

C1
C2

C3

x

b

IMI III 9/9/2022 

TSM = Yt : tree

tree Yt ƊD

TSM = Yf : ( )

Ɗf = {J1 ,…, Js}, xi Ji

Yf Ɗf

b
x

xi
xj

Yf = Ci  = {xi} = {x1,…, xs}

t

x [Atj∩Stj
x ] , b Ai∩Si

b

IMI III 9/9/2022 

140



dendrite

IMI III 9/9/2022 

ƊZ = Ɗi

Ɗi = {x Ji∩[ Ati∩Sti ]; x Y id} {b Ji∩ Aj∩Sj
x; b Y id}

dendrite

( Ɗi : dendrite )

Z : dendrite(tree) direct sum

Ɗ1

Ɗ

Ɗ2

Ɗi

Z

Ɗn

Ɗi

Q. dendrite
(tiling )

Cantor cube model

TSM = YD : fern-structure

l3

R2 : Euclid metric space

l1

l2
F1 F2

p1

YD

F1 : arc with end points l1, l2, h1 : F1 [0,1]

F2 : arc with end points l3, p’, h2 : F2 [0,1] (dia F2 < dia F1 )

F1 p1, h1(p1) = 1/2

f1 : {p1} →F2, f1(p1)=p’ , F12 = F1 f F2

→ ({p0}=Lim Fi)
F12

pi (Xi∩Spi) (Xi+1∩S0
pi) , p0 X0

b Xi∩Si
b 

{0,1}Λ 

X1 = {0}λ1 {0,1}Λ-{λ1}

Xi = {1} λ1 {1} λ2 … {0} λi
{0,1}Λ-{λ1,.., λi} ,(i=1,2,…)

X0 = {1} λ1 {1} λ2 … {0,1}Λ-{λ1,..}

l1

l2

l3

l4

F1

F2

F3

p1

p2

p3

p0

YD

IMI III 9/9/2022 
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Cantor cube X ={0,1}Λ

Ɗi

X

Ɗ1 Ɗ2 Ɗ3

continuum direct sum of continua

→ ( )

X

• X ={0,1} : Cantor set( )

• X =Peano continuum 

IMI III 9/9/2022 

Ɗ X , S(Ɗ) 

S(Ɗ2) S(Ɗ1) D1 Ɗ1, D2 Ɗ2, s.t. D1 D2

where Ɗ1, Ɗ2 2Ɗ {Ɗ 2X-{ϕ}; Ɗ X }

• Ɗ1, Ɗ2 2Ɗ , π1 : X → Ɗ1, π2 : X → Ɗ2 : natural map

g: Ɗ1 → Ɗ2 , continuous, onto, s.t., π2 = g π1 S(Ɗ2) S(Ɗ1)

• Ɗ1 : continuum, Ɗ2 : usc decomposition space of (X, τ) s.t. S(Ɗ2) S(Ɗ1)
Ɗ2 is a continuum 

• 2Ɗ= {{x}; x X}, 2Ɗ= {X}

•

Ɗ1

X
π2

π1

Ɗ2

g

Def. : a decomposition Ɗ of (S, T) is said to be upper semi-continuous (usc) provided that whenever 
D Ɗ, U T, and D U, there exists V T with D V such that if A Ɗ and A∩V≠ ϕ, then A U

Note : Cantor cube model usc

Note 

X

Ɗ1 Ɗ2
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S(Ɗ)

Ɗ = Ɗ1 Ɗ2

S(Ɗ) S(Ɗ’)

Ɗ’

IMI III 9/9/2022 

direct sum of continua

Ɗ1 Ɗ2

Ɗ1 Ɗ2
Ɗ’

: Ɗ1-Ɗ2 F attaching space

)

Ɗ’= Ɗ1 Ɗ2

F

F

S(Ɗ)

Ɗ’
Ɗ

IMI III 9/9/2022 

S(Ɗ) S(Ɗ’)

S(Ɗ) S(Ɗ’) S(Ɗ’’)

Ɗ Ɗ’ Ɗ’’
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(General Topology)

• ( )

• Cantor cube model

•

TR

X

Ɗ1
( )

Ɗ2 Ɗ3
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IMI Workshop I: Geometry and Algebra in Material Science III

September 8 - 10, 2022, West W1-D-413, Kyushu University, Fukuoka, Japan

Topological multiferroics induced by local/quantum
symmetry breaking via lattice/electron defects

Takahiro SHIMADA

Kyoto University, Japan

Realization of ultrasmall ferroics with nontrivial topological field textures such as vor-
tices, skyrmions, and merons holds promise in novel technological paradigms. Such
nontrivial ferroelectric orders and their functionalities, however, inevitably disappear
below a critical size of several nanometers. In addition, very few topological structures
can exist in ferroelectrics due to the lack of non-collinear interaction among electric
dipoles, unlike the Dzyaloshinskii-Moriya interaction among spins in ferromagnetics.
Here, we demonstrate from first-principles that “Atomic-scale Multiferroics” and “Po-
lar Skyrmions and Merons” can be formed by engineering lattice defects and electron
defects (i.e., polarons) in heterostructures of perovskite oxides. Doped (excess) elec-
trons are localized and form a polaronic state in the heterostructures (surfaces and
grain boundaries), and give rise to skyrmionic and meronic dipole moments around
the polaron formation sites due to the cooperative symmetry breaking of polarons and
heterostructures. We further show that the topological number of polaronic state can
be tailored by applied mechanical strain, i.e., strain engineering for polar topologies.
Our discovery overcomes physical limitations of the critical size of 3-10 nm where fer-
roelectricity disappears and the inability to form topological field (skyrmions, merons)
of polarization due to absence of chiral interaction among electric dipoles, and real-
izes unique polar topological orders at ultimately electron(polaron)-scale. The clarified
mechanism that local symmetry breaking via polaron formation coupled with het-
erostructures provides a novel approach to realize ultimate miniaturization of ferroic
materials and opens up new fields to create the polar topological objects. Our result
therefore adds a new class of functional polaron families as “Topological Polarons”.
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格⼦・電⼦⽋陥による局所対称性の破れと
トポロジカル・マルチフェロイクスの創出
Topological multiferroics induced by local/quantum symmetry breaking via lattice/electron defects

嶋⽥ 隆広
京都⼤学 ⼤学院⼯学研究科 機械理⼯学専攻

shimada@me.kyoto-u.ac.jp

IMI Workshop II: 材料科学における幾何と代数III
（2022年9⽉9⽇）

略歴

2
材料物性学研究室HP: https://material.me.kyoto-u.ac.jp/

嶋⽥隆広
京都⼤学⼤学院⼯学研究科機械理⼯学専攻

 ナノスケール材料の強度特性

 ナノ物質の電⼦物性（強誘電性・
磁性）と変形とのカップリング効果

 原⼦・電⼦系での⼒学理論と解析
技術開発

 量⼦機械実現に向けた取り組み

第⼀原理解析、分⼦動⼒学、Phase-field
シミュレーションなど
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PPP

強誘電体(圧電体)とマルチフィジックス

3

強誘電性

強誘電体(圧電体) (代表例: PbTiO3, BaTiO3, PZT, etc)

PPP

etc.

Pb2+

Ti4+O2-

陽(Pb,Ti)・陰(O)イオンが⾃発的に逆変位

P : ⾃発分極
圧電性

電場
E

機械⼯学の観点から，
複雑な機械・運動機構を構造的に組み込むことが困難な
ナノレベルで電気機械駆動を可能にするナノ機械材料として重要

機械(⼒学的)エネルギーと電気的エネルギーの相互変換が単⼀要素で可能

強誘電体機械(⼒学的)
エネルギー

応⼒・
ひずみ

電気的
エネルギー分極外⼒ 電場

PbTiO3

低次元ナノ強誘電体のマルチフィジックス特性

2次元
(⾯状)

ナノ薄膜

ナノワイヤ・チューブ

ナノドット・粒⼦

1次元
(線状)

0次元
(点状)

T.Shimada, et al., PRB, 79, 024102 (2009)
T.Shimada, et al., Nano Lett., 16, 6774 (2016)

T.Shimada, et al., PRL, 108, 067601 (2012)
T.Shimada, et al., PRB, 89, 144102 (2014)

ナノワイヤ

ナノ
チューブ

T.Shimada, et al., PRB, 81, 144116 (2010)
T.Shimada, et al., ActaMech, 224, 1261 (2013)

T.Shimada, et al., JPCM, 24, 045903 (2012)
T.Shimada, et al., PhysicaB, 410, 22 (2013)

ナノ薄膜 表⾯
ステップ

T.Shimada, et al., J.Appl.Phys., 123, 114101 (2018)
T.Shimada, et al., Sci.Rep., 7, 45373 (2017), etc.

C. Thompson et al, 
Appl. Phys. Lett,
93, 182901 (2008)

F.D.Morrison et.al.
Microelectron Eng.,
66, 591 (2003).

Jeffrey J.Urban et.al.,
Adv.Mater, 5, 15 
(2003).

A Visinoiu et al., Appl. 
Phys. A, 80, 229 
(2005).

M.J. Polking et.al.
Nat. Mater., 11, 700 
(2012).

表⾯

表⾯

表⾯

形状効果
(表⾯効果)

⼩

⼤
4
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形状効果 と 分極の幾何学的秩序

55

形状・⼨法・表⾯構造がナノ材料の物性・機能を⽀配
⼀定値

複雑化

階層化

⾼
次
構
造
化

L.Lich, T.Shimada, et al., 
Acta Mater., 125, 202 (2017)

L.Lich, T.Shimada, et al., 
Acta Mater., 113, 81 (2016)

負の圧電効果
圧電の構造設計

多重ヒステリシス応答
(マクロ材は単⼀応答)

H. Masuda, et al., 
AdvMater (2001)

L.Lich, T.Shimada, et al., 
Nanoscale, 9, 15525 (2017)

メタマテリアル ナノポーラス材

表⾯ステップ

ナノドット

ナノ形状固有の分極秩序

渦状分極

T.Shimada, et al., Sci. Rep., 6, 35199 (2016)

X.Wang,T.Shimada,et al.,
JAP,123,114101 (2018)

無秩序

ナノスプリングナノスプリンググ

超らせん状の
固有分極

M.Suzuki, Y.Taga,
JJAP, 40, L358 (2001)

200nm

200nm

M.Suzuki, et al.,
APL, 78, 3968 (2001)

H

R
glocalHHHHH

RRR

HHHHH

ds
l

H
C

local  gR1
ハイパートロイダルモーメント

⾼次秩序変数

Top view
トロイダル
モーメント

T.Shimada, et al., Sci. Rep., 6, 35199 (2016)

マルチフェロイクス⼩型化の物理的限界

6

構成要素の⼩型化が重要

集積デバイス 構成要素を⾼密度に集積
⼤容量化、⾼速化

マルチフェロイクスの強誘電性や磁性
⼨法が数ナノメートル程度になると消失*1,2

*1 Y.zhang, et. al., Phys. Rev. B, 90, 184107 (2014). *2 N.J.Polking, et. al., Nat. Mater., 11, 700 (2012).

材料を加⼯ 臨界サイズ以下のマルチフェロイクスを作製

物理的に不可能
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強誘電性・圧電性

マルチフェロイクス（磁性強誘電体）

7

強誘電体 ( PZT, PbTiO3) 磁性体 ( Fe, Ni, Co)

PP

P : ⾃発分極

MEMSのアクチュエータ

強誘電メモリ

up-spin down-spin
Pb

Ti O M

スピンの偏り ⼀⽅向に揃う M : ⾃発磁化

磁性
原⼦の相対変位 電荷の偏り

磁気ヘッド

磁気ディスク

強誘電性と磁性を同時に⽰す材料
相互作⽤

マルチフェロイクス

磁場 H

M

⼒学特性

強誘電性

電⼦論

⼒場 F

P

電場 E

ナノ構造

磁 性

究極の機械-電気-磁気機能材料を⽬指して

8

超微⼩な機械-電気-磁気機能材料の創出

共存し得ない
強誘電性: d0電⼦配置 (例: Ti4+ in PbTiO3)

磁性: 部分的に占有された d 軌道状態 (例: Fe)
相反する電⼦的起源

機能限界⼨法の存在
ある臨界ナノサイズで材料機能が失われる
構造的な安定性も損なわれる

3-10 nm 程度で強誘電性が消失*）
* Y.zhang, et. al., Phys. Rev. B, 90, 184107 (2014).

N.J.Polking, et. al., Nat. Mater., 11, 700 (2012).
T.Shimada, et. al. Phys. Rev. B, 79, 024102 (2009).

（単⼀要素で⼒場-電場-磁場すべてと作⽤）

最も⼩さく多機能な「機械」を創る
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強誘電体における磁性発現とその要因

PbTiO3ナノ多結晶

PbTiO3: ⾮磁性材料

外部磁場-磁気モーメント
のヒステリシス

結晶粒界や表⾯に偏析した原⼦空孔
や転位などのが格⼦⽋陥が磁性を担う
ことを解明*2

*1 M.Wang, et. al., J. Am. Ceram. Soc., 93, 
2151 (2010).

*2T.Shimada, Nano Lett., 15, 27 (2015).
T.Shimada, Phys.Rev.Lett., 115, 107202 (2015).
T. Shimada, Nano Lett., 16, 454 (2016). 
T.Shimada, Adv.Elect.Mater., 2, 1600113 (2016).
T.Shimada, Nano Lett., 17, 2674 (2017).

PbTiO3に磁性が発現*1

格⼦⽋陥を⼯学利⽤することで
原⼦スケールのマルチフェロイクス
を創出できる可能性

Magnetization
Oxygen vacancies Grain Boundaries Dislocation cores

格⼦⽋陥を利⽤した
「原⼦」スケール機能性材料

10
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強誘電体における磁性発現とその背景

PbTiO3ナノ粒⼦

強誘電体PbTiO3 ⾮磁性
外部磁場-磁気モーメント
のヒステリシス

…

*1 M.Wang, et. al., J. Am. Ceram. Soc., 
93, 2151 (2010).

⾮磁性のはずのPbTiO3に
磁性が発現*1

第⼀原理解析による理論研究はいずれも実験結果と整合せず（後述），
磁性の起源を特定できず，メカニズムも不明のまま…

11

格⼦⽋陥の電⼦状態と従来解析の⽋点

12

価電⼦帯(VBM)

伝導帯(CBM)

Band gap
Egap

3.4 eV
(実験値)

格⼦⽋陥
（原⼦空孔）

⽋陥準位

格⼦⽋陥固有の電⼦状態
（⽋陥の性質を特徴づける）

従来の第⼀原理解析

価電⼦帯(VBM)

伝導帯(CBM)

Egap
3.4 eV
(実験値)

⽋陥準位

価電⼦帯(VBM)

伝導帯(CBM)

EgapEE
3.4 eV
(実験値)))

⽋陥準位⽋陥⽋陥準位準位
CBMDFT

VBMDFT

Egap-DFT

1.6~2.0 eV
格⼦⽋陥の電⼦状態
が再現できない

バンドギャップを過⼩評価

O2-

Pb2+

Ti4+

VO
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ハイブリッド汎関数を⽤いた⾼精度解析

13

LDA GGA GGAsol GGA+U 本解析*1 実験値

a 3.86 3.85 3.88 3.90 3.86 3.88
c 4.04 4.84 4.15 4.01 4.14 4.15

c/a 1.043 1.257 1.070 1.028 1.072 1.071
Egap 1.6 1.8 2.0 2.5 3.4 3.4

PbTiO3物性の理論値と実験値

c

a

密度汎関数法における⼀般化密度勾配近似とハートリー・
フォック交換エネルギーによるハイブリッド汎関数法により，
PbTiO3の結晶構造・強誘電性・電⼦状態を厳密に再現
→⽋陥準位の記述が可能に

*1.T.Shimada, et al. Phys.Rev.B, 87, 174111 (2013).

デメリット 約５〜１０倍に及ぶ計算負荷の増加

O

Pb

Ti

従来法（⼀般的な交換相関近似）

O

Pb

Ti

磁性発現因⼦の理論的特定

14

Total energy of the 
system with vacancy

Total energy of the 
perfect system

No. of 
vacancies

Chemical
potential

本解析結果 PbTiO3表⾯/内部の各原⼦空孔の磁気モーメントMと⽋陥形成エネルギーEvf

表⾯上 結晶内部
空孔の種類 O Ti Pb O Ti Pb

M ( B) 2.0 0 0 0 4.0 0

Evf (eV) 2.04 6.16 4.98 2.94 11.16 5.81

が
磁性発現の主要因

⽋陥形成エネルギー

*T.Shimada et al., Phys. Rev. Lett., 115, 107202 (2015).

表⾯上の酸素空孔が磁性を発現し，
最も安定に存在する

1. ナノ粒⼦の平均粒径が⼩さくなるにつれて，
単位体積あたりの磁気モーメント値も増加する*1
*1 M.Wang et al., J.Am.Ceram.Soc., 93, 2151 (2010)

“表⾯積” の関与を⽰唆
2. ⼤気中でアニールしたサンプルは，真空中で⾏った

サンプルよりも⼤幅に磁気モーメントが低下する*2
*2 Z.Zhang et al., Solid State Sci., 13, 1391 (2011)

“酸素空孔”の関与を⽰唆

既往実験

*TShimada et al Phys Rev Lett 115 107202 (2015)

本解析により，初めて磁性発現の
現象を捉え，起源の特定に成功*

実験事実と整合
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表⾯空孔＝「原⼦スケールのマルチフェロイクス」

15

*T.Shimada et al., 
Phys. Rev. Lett., 115, 
107202 (2015).

磁気モーメント

PbTiO3表⾯

酸素
空孔

磁気モーメント

PbTiO3表⾯

材料全体が強誘電性を有する

磁性は酸素空孔部の
原⼦スケール領域のみに発現

酸素
空孔

空孔の原⼦スケールの領域が
磁性強誘電体
（マルチフェロイクス）

＋表⾯の酸素空孔の磁気モーメント分布

共存し得ない
機能限界⼨法の存在界⼨法

突破

原⼦スケールの
磁性強誘電体M

⼒学特性

強誘電性

電⼦論

P
磁 性

原⼦スケール

空孔機能の外場応答の存在

16

⾃発分極⽅向の電場反転に伴い，空孔に磁気相転移が⽣じる
=>原⼦空孔にも関わらず電気磁気効果(外場応答)が存在*

常磁性(強磁性)

FE (P :[100])

⾮磁性

PE (No Polarization)

⾮磁性

FE (P :[001])
or

外部電場による
分極反転

*T.Shimada et al., Phys. Rev. Lett., 115, 107202 (2015).

反強磁性

FE (P :[010])

正の磁気モーメント

負の磁気モーメント

酸素
空孔
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磁性発現の電⼦的起源の解明

17

結晶内部の酸素空孔

*T.Shimada et al., Phys. Rev. Lett., 115, 107202 (2015).

酸素
空孔

酸素
空孔

表⾯の酸素空孔

酸素
空孔

酸素
空孔

表⾯部での⽋陥電⼦状態の「対称性の破れ」
が磁性を発現させることを解明

磁性機能の⼒学的制御のアイディア

18

→ 結晶内部の原⼦空孔にも磁性発現の可能性

結晶内部の原⼦空孔 「対称性の破れ」が無いため，磁性は現れない

ひずみ負荷

ひずみ負荷によって結晶対称性を⼒学的に破る

酸素
空孔
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酸素空孔

全体の
材料特性

基板

磁性機能の⼒学的創出

19

無負荷時 ⾮磁性
引張負荷 常磁性（または強磁性）
圧縮負荷 反強磁性・常磁性

⽋陥磁性を⼒学的に発現・制御*
* T.Shimada, et al., Phys.Rev.B, 92, 104106 (2015)
T.Shimada, et al., Adv.Elec.Mater., 2, 160011 (2016)

PbTiO3内部
の酸素空孔 等方

NdGaO3(NGO), LaGaO3(LGO), 
SrTiO3(STO), DyScO3(DSO), 
GdScO3(GSO), NdScO3(NSO)

⾮磁性 常磁性
（強磁性）反強磁性常磁性

(強磁性)

強誘電
体 磁性強誘電体磁性強誘電体

酸素
空孔

酸素
空孔酸素

空孔

格⼦⽋陥の電機磁気的機械機能

20

本成果をもとに，2020年には海外研究
グループにより実験的観察もなされた

20

Nano Lett (I.F.: 12.3), 20, 881 (2020)
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らせん転位(HRTEM像)

21*C L. Jia, et al., Phil. Mag. Lett., 86, 11, 683 (2006)

HRTEM像* 各原⼦の密度*

・らせん転位芯のTi-O列に空孔が存在
・b[001], すべり⾯(010)のらせん転位

解析モデル（らせん転位）

22

Sr

Ti
O

x[100]
y[010]

z[001]

・Dipoleモデル（原⼦数〜500個）

・3次元周期境界条件

・酸素空孔を導⼊

Screw dislocation

x[100]

y[010]

z[001]

Burgers circuit

Burgers vector b

O vacancy
Line vector ・b[001], すべり⾯(010)のらせん転位
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らせん転位の強誘電特性

x[100]

y[010]

z[001]

Sr
Ti
O

x[100]

y[010]

z[001]

渦 ⼀⽅向

SrTiO3らせん転位
バーガース回路に沿ったらせん状分極の発現

0.2

FE

Burgers circuit

b

らせん

Dislocation line Dislocation line

P

強誘電性の発現領域

24

FE

強
誘
電
変
位

FE
(

)

転位芯からの距離 d( )
0 5 10 15

0
0

0.20

0.15

0.10

0.05

強誘電変位分布

x[100]

y[010]

z[001]

転位芯からの距離の増⼤ 強誘電変位減少

強誘電性は転位芯近傍の局所のみに発現

d
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SrTiO3のひずみによる強誘電相転移

25

Sr
Ti
O

常誘電相 強誘電相

無負荷 ひずみ負荷

ペロブスカイト型酸化物SrTiO3 (STO)

P
負荷⽅向に⾃発分極を発現*1

x[100]

y[010]

z[001]

分極を⽰さない

*1 A..Antons, et. Al., Phys. Rev. B, 71, 024102 (2005).

せん断ひずみ場と強誘電性の対応

26

せん断ひずみ xz 分布 強誘電変位 FE分布

x[100]

y[010]

z[001]

xz (％)
+15.0

-15.0

x⽅向強誘電変位せん断ひずみ xz

対応

FE
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せん断ひずみ場と強誘電性の対応

27

せん断ひずみ yz 分布 強誘電変位 FE分布

x[100]

y[010]

z[001]

yz (％)
+15.0

-15.0

y⽅向強誘電変位せん断ひずみ yz

対応

らせん転位のせん断ひずみ集中場 強誘電性発現

FE

らせん転位の磁気特性

28

positive
negative

磁気モーメント
転位芯のTi原⼦に
局在化

反強磁性(AFM)

磁気密度分布

x[100]

y[010]

z[001]

Sr

Ti
O

SrTiO3らせん転位 磁性発現

O Vacancy

異符号・同密度
ラインベクトル⽅向に
交互に整列

気モー
転位
局
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磁性発現のメカニズム

29

伝導帯

価電⼦帯

余剰電⼦準位

x[100]

y[010]

z[001]

Sr
Ti
O

Up-spin

Up-spin，Down-spin
それぞれ異なるTi原⼦に局在化

スピン分極 磁性発現

バンドギャップ

Down-spin
SrTiO3らせん転位
不定⽐性による余剰電⼦存在

SrTiO3のらせん転位におけるマルチフェロイクス特性創出

30

強誘電性 磁性

(格⼦⽋陥)外部負荷によりすべり⾯上を可動

傾⾓粒界やねじり粒界の作製

可動なマルチフェロイクス

マルチフェロイクスの周期構造化

マルチフェロイック転位

1次元原⼦スケール
マルチフェロイクス

SrTiO3らせん転位
強誘電性 / 磁性 を同時に⽰す
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格⼦⽋陥⼒学による「原⼦」磁性強誘電体

31

点⽋陥 (0次元構造) 線⽋陥 (1次元構造) ⾯⽋陥 (2次元構造)

T.Shimada, et al., Phys.Rev.Lett., 115, 107202 (2015)
T.Shimada, et al., Phys.Rev.B, 92, 104106 (2015)
T.Shimada, et al., Adv.Elec.Mater., 2, 160011 (2016)

機能限界⼨法を超えた
原⼦スケール機能創出⽋陥構造 ⼒学的負荷

幾何学・⼒学的観点（幾何と⼒学）によって，
材料そのものでは実現し得ないナノ機能を実現

T.Shimada, et al., Nano Lett., 17, 2674 (2017)
T.Shimada, et al., Phys.Chem.Chem.Phys., 21, 22756 (2019)

T.Shimada, et al., Nano Lett., 15, 27 (2015)
T.Shimada, et al., Nano Lett., 16, 454 (2016)

原⼦空孔 転 位 結晶粒界
ドメイン壁

酸素
空孔

転位

結晶粒界

電⼦⽋陥を利⽤した
トポロジカル強誘電体

32
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研究背景｜トポロジカルな秩序の考え⽅

33

連続的な変形で遷移できる 2 つの図形は同じと考える

連続的な変形で遷移できる秩序をグループ化（ホモトピー）

トポロジカルチャージ Skyrmion number nsk で特徴づけられる

ホモトピーの違いで連続変形によって遷移可能かどうかを表現=

nsk によってトポロジカル秩序を特徴づけられる

⾮零な nsk を持つ秩序は連続的に nsk = 0 の秩序に戻ることができない

トポロジー

強磁性 SkyrmionMeron nsk = 1nsk = 1/2nsk = 0

致命的問題①｜強誘電体のトポロジカルな秩序

34

強誘電体中の分極磁性体中のスピン
 強磁性相互作⽤
平⾏なスピン配置を好む
強磁性の駆動⼒

 Dzyaloshinskii-Moriya (DM) 
相互作⽤
スピンをねじる（トルク）

 ⻑距離相互作⽤
クーロン⼒によって
イオンの相対変位を引き起こす
強誘電性の駆動⼒

 電気双極⼦モーメントを
ねじる相互作⽤は存在しない

トポロジカルな秩序の駆動⼒

①強誘電分極でトポロジカルな秩序を創出するのは不可能

の駆動⼒
h
⽤
を

=
,

×

競合

トポロジカルな秩序の駆動⼒ 無有
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致命的問題②│強誘電体の臨界サイズ

35

②強誘電体の超微細化は物理的に不可能
*1 I. I. Namov, et. al., Nature, 432, 737 (2004). *2 N. J. Polking, et. al., Nat. Mater., 11, 700 (2012).

材料
⼨法

100〜
数⼗nm

数 nm

表⾯の影響が材料全体に及ぶ
表⾯電荷による反電場が分極を抑制

反電場の影響を最⼩化するため，
分極は表⾯に平⾏（渦状分極）

原⼦間⻑距離相互作⽤
（強誘電性の駆動⼒）弱まる

強誘電分極消失
ナノドットの臨界サイズ 3〜5 nm*1, 2

反電場

++++

分極

研究⽬的

36

という強誘電体の物理的限界を克服した
原⼦スケール・トポロジカル強誘電体の創出

本研究の⽬的
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⼿法の提案│材料中の余剰電⼦

37

*3 M.Setvin, et. al., Phys. Rev. Lett., 113, 086402 (2014).  *4 X.Hao, et.al., Phys. Rev. B, 91, 085204 (2015). 

余剰電⼦｜空孔，転位，粒界（格⼦⽋陥）などにより材料中に存在
余剰電⼦の注⼊

余剰電⼦ Polaron

⼀部の絶縁体に対し，電⼦の濃度・分布を制御
した電荷注⼊⽅法が開発されている
・⾼電圧の印加*1

・EDLT*2（Electric-Double-Layer-Transistors）など

局所格⼦ひずみを伴って
材料中の 1点（特定の原⼦サイト）
に局在化
例｜TiO2

*3，SrTiO3
*4，…

=

第⼀原理計算結果 ⾛査型トンネル顕微鏡像*3

⼀致

*1 A. Q. Jiang, et.l al., J. Appl. Phys, 102, 074109 (2007).  *2 A. Z. Bisri, et. al., Adv. Mater., 29, 1607054 (2017).  

EDLTによるSrTiO3への電荷注⼊*2

余剰電⼦｜空孔，転位，粒界（格⼦⽋陥）などにより材料中に存在

⼿法の提案│対称性から⾒る Skyrmionの特徴

38

Skyrmion

⾯内⽅向｜放射状の構造

⾯外⽅向｜中⼼部で上向き
周縁部で下⽅向

強誘電
Skyrmion ?

⾯内⽅向の
放射状変位

⾯外⽅向の
変位

分極｜単位体積あたりの電気双極⼦モーメント（定義）
陽イオンと陰イオンの相対変位に起因

SrTiO3 (001) 表⾯の対称性によって実現可能 ?
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⼿法の提案│対称性の破れの掛け合わせ

39

Polaron（局在化した電⼦）

TiO2 終端 SrTiO3 (001) 表⾯

Polaron 近傍の原⼦スケール領域で
陽イオンと陰イオンが相対変位

放射状の原⼦スケール局所分極発現

TiSr O 局所分極

⾯外⽅向に陽イオンと陰イオンが
相対変位（Rumpling）

⺟材の結晶対称性の破れ

局所的な⼒場による対称性の破れ

Polaron
局所⼒場

表⾯
結晶対称性

強誘電
Skyrmion

⼿法の提案│対称性から⾒るMeronの特徴

40

MeronMeron

⾯内⽅向｜渦状の構造

⾯外⽅向｜中⼼部で上向き
周縁部で⾯内⽅向

強誘電
Meron ?

⾯内⽅向の
渦状変位

⾯外⽅向の
変位

分極｜単位体積あたりの電気双極⼦モーメント（定義）
陽イオンと陰イオンの相対変位に起因

SrTiO3 ねじり粒界の対称性によって実現可能 ?
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⼿法の提案│対称性の破れの掛け合わせ

41

Polaron（局在化した電⼦）

SrTiO3 ねじり粒界

Polaron 近傍の原⼦スケール領域で
陽イオンと陰イオンが相対変位

放射状の原⼦スケール局所分極発現

TiSr O 局所分極

 ⾯内に渦状の変位

 鏡⾯対称性の破れによる
⾯外⽅向の変位

⺟材の結晶対称性の破れ

局所⼒場による対称性の破れ

Polaron
局所⼒場

ねじり粒界
結晶対称性

強誘電
Meron

本研究のまとめ

42

0 ±1/2 ±1 nsk

臨界サイズとトポロジカルな秩序という物理的限界を克服

サイズ [nm] 

100

**X. Z. Yu, et. al., Nature, 465, 901-902 (2010).*X. Z. Yu, et. al., Nature, 564, 95-98 (2018).

（代表例**）（代表例*）

磁性体
3
1

（代表例**）（代表例*）

磁性体
本発表

強誘電体強誘電体

さらに多様なトポロジカル秩序の創出へ
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Polyacetylene: past and present

Mikio NAKAHARA

Kinki University, Japan

Polyacetylene (C2H2)n has attracted attention of chemists, physicists and mathemati-
cians since its synthesis in 1970s due to its characteristic behaviors. It was eventually
awarded the Nobel Prize in Chemistry in 2000.

In my talk, I will start with a short review of the Su-Schrieffer-Heeger model of
polyacetylene [1,2]. Then show that the SSH model has two phases characterized by
different topological indices [3].

References

[1] W. P. Su, J. R. Schrieffer and A. J. Heeger, Solitons in polyacetylene, Phys. Rev.
Lett. 42, 1698 (1979). doi:10.1103/PhysRevLett.42.1698.
[2] W. P. Su, J. R. Schrieffer and A. J. Heeger, Soliton excitations in polyacetylene,
Phys.Rev. B 22, 2099 (1980). doi:10.1103/PhysRevB.22.2099.
[3] R. Shankar, Topological Insulators – A review, arXiv:1804.06471,

https://doi.org/10.48550/arXiv.1804.06471.
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Various nanophysical properties of curved quantum
systems

Hisao TAIRA

Hokkaido University of Education, Japan

The present study shows theoretical and numerical analysis of quantum transport
phenomena in nanostructures with curvature. In nanoscale thin films with curvature,
effective scalar potentials arise due to geometric curvature. Nanoscale materials with
twisted atomic structures also give rise to effective vector potentials due to geometric
torsion. These effective potentials indicate that the transport properties of electrons
and other materials with geometric curvature and torsion change significantly from flat
systems. In this study, we clarify what kind of properties are manifested by these geo-
metric effects. Specifically, we focus on deformed nanocylinders and twisted quantum
rings, and show that the spatial profile of the wavefunction changes and that a quan-
tum phase shift due to torsion occurs. We report in particular the peculiar quantum
transport phenomena induced by the quantum phase shift due to torsion.
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Novel physicochemical properties of 1D periodic
uneven structured C60 polymer

Jun ONOE

Nagoya University, Japan

We have reported that electron-beam-irradiation (3-7 keV) of a C60 film results in
formation of a 1D C60 polymer with a concavo-convex periodic curved structure [1],
and the polymer exhibits physical properties arising from 1D metal [2]. The behavior
of the free electrons on the curved surface is given by the Hamilton operator of the
following equation (quantum mechanics of submanihold).

�H = − ℏ2

2m∗

[
1
√
g

2∑
i,j=1

∂

∂qi

(
√
ggij

∂

∂qj

)
+ (h2 − k)

]

Here, g = det[gij] represents the metric tensor. The first term is an operator of the
kinetic energy of electrons, and the second term consisting of the mean curvature h
and the Gaussian curvature k appears like a scalar potential (the second term does
not appear in the 1D plane surface). So far, it has been a mystery whether or not this
curvature term affects the behavior of electrons since 1950s. We theoretically predict
the effect of the geometric curvature term on the electronic behavior of the above 1D
C60 polymer [3] and then experimentally demonstrate it [4]. In this symposium, I will
introduce novel physicochemical properties [5, 6] emerged by the quantum mechanics
of submanihold of the 1D C60 polymer.
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[1] H. Masuda, H. Yasuda, and J. Onoe, Carbon 96, 316 (2016).
[2] H. Shima and J. Onoe,“ The Role of Topology in Materials” (S. Gupta and A.
Saxena eds.), Springer, Chap. 3, pp. 53-84 (2018) and references therein.
[3] H. Shima, H. Yoshioka, and J. Onoe, Phys. Rev. B 79, 201401 (R) (2009).
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[6] M. Nakaya et al., Adv. Sustain. Sys. 5, 2000156 (2021). [Press release]
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Variational approach to modeling of
elastoplastic deformation of structured materials

Karel SVADLENKA

Kyoto University, Japan

Structured materials, such as metallic alloys with atomic-scale layers, show peculiar
deformation patterns, which may have significant implications on material properties.
In this talk, we discuss one possible approach to modeling and understanding of this
kind of pattern formation through the so-called rate-independent evolution in the vari-
ational setting of finite-strain elastoplasticity [3]. Besides mentioning connections to
homogenization via Gamma-convergence [1], we present the underlying mathematical
theory and show numerical simulations in comparison to experimental measurements
[2].
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Valdman, Elastoplastic deformations of layered structure, accepted for publication to Milan Journal
of Mathematics (2022). https://arxiv.org/abs/2207.01986
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Springer, New York (2015).
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On homogenization of random media in
static and quasi-static electromagnetic fields

Hajime IGARASHI

Hokkaido University, Japan

In this talk, we consider the homogenization of materials with fine structure such as soft
magnetic composite (SMC), multi-turn coil and Litz wire. It is shown that the classical
Ollendorff formula for static fields, which is equivalent to Clausius-Mossotti relation
and Maxwell-Garnett formula, can be extended for magneto-quasi-static fields by in-
troducing complex permeability. We show experimental validations for this method.
We also show that this method does not work well for a dense medium. In the latter
half of this talk, we present a homogenization method for SMC that is a random-dense
medium by using discrete element method for dynamical simulation of iron particles
and finite element method for evaluation of electromagnetic properties. From experi-
mental results, we conjecture that the homogenized permeability of random media is
higher than that of periodic media.
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On homogenization of random media in magnetostatic and
magneto-quasi-static fields

2022 , 9 10

What is homogenization? 1

(1)
(2)
(3)
(4) ( SMC)

246



What is homogenization? 2

( (genus) )a1

a3a2

a4
a3

a2

a4

a1

What is homogenization? 3

Current phase angle 
[degree] 40.0

Current amplitude [A] 10.0
Phases 3 phases

poles 4 poles
Coil Turns 35
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What is homogenization? 4

What is homogenization? 5

Proposed method

S. Hayashi, H. Igarashi, Parameter-Topology Hybrid Optimization of Electric Motor with Multiple Permanent Magnets, Presented at ISEM2022
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What is homogenization? 6
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What is homogenization? 8

Eddy
current

Non-laminated Laminated

=

What is homogenization? 9

(homogenization)

Two-scale convergence
2

Ollendorff
Clausius-Mosotti
Maxwell-Garnett

(brute force)
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What is homogenization? 10

Materials composed of fine elements

Litz-wire coil Soft magnetic composite (SMC)

Homogenization of multi-turn coil 11

Proximity EffectSkin Effect
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Homogenization of multi-turn coil 12

What is homogenization? 13

Ollendorff

F. Ollendorff, “Magnetostatik der Massekerne,” Arch. f. Electrotechnik., 25, pp. 436-447, 1931

= +

=

, ,
Macroscopic fields

= 1

= 1
)1 + ( 1
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What is homogenization? 14

Ollendorff
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)1 + ( 1

Volume fraction 
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Ollendorff

Homogenization of multi-turn coil 15
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Cylinder in static field

e

Cylinder in time-harmonic field
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= = (1 )

Cylinder*

Sphere**

Plate***

=

( ) = 2 tan
(1 )tan

( ) = tan

* H. Igarashi, IEEE Trans. Magn, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 53, no. 1, Art. 7400107, 2017.
** A. Berthault, D. Rousselle, G. Zerah, Journal of Magnetism and Magnetic Materials, vol. 112, pp. 477-480, 1992.
*** e.g. Y. Shindo, O. Noro, IEEJ Trans. Fundamentals and Materials, vol. 134, no. 4, pp. 173-181, 2014.
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= 1 + )( 1
)1 + (1 )( 1

)( = 1 + 2 ( ) 1
2 + 1 ( ) 1

Ollandorff formula* for static magnetic field

: filling factor
: demagnetization constant

=

Extended Ollandorff formula** for eddy current field

** H. Igarashi, IEEE Trans. Magn, vol. 53, no. 1, Art. 7400107, 2017.

*F. Ollendorff, Arch. f. Eledtrotechnik., 25, pp. 436-447, 1931.

Ollendorff
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0.00

0.20

0.40

0.60

0.80

1.00

1.20

0 2 4 6 8 10

normalized radius 
-0.50

-0.40

-0.30

-0.20

-0.10

0.00
0 2 4 6 8 10

255



Homogenization of multi-turn coil 20

50-turn enameled copper coil, 
with conductor radius 0.15 mm, 
cover thickness 0.03 mm.

H. Igarashi, IEEE Trans. Magn, IEEE Trans. Magnetics, vol. 53, no. 1, Art. 7400107, 2017.
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Measured macroscopic permeability of SMC is larger than those computed
from the Ollendorff formula and cell method assuming rectangular particles.

Cross section of SMC*

We consider the inhomogeneity in particle size and
possible magnetic and electric contact. 

Macroscopic permeability
(filling rate: 0.87)

FEM model of 
SMC

= 1 + )( 1
)1 + (1 )( 1

Ollendorff formula

particle air

* Y.Ito, H.Igarashi, M.Suzuki, Y.Iwasaki, K.Kawano, “Effect of Magnetic Contact on Macroscopic 
Permeability of Soft Magnetic Composite”, IEEE Trans. Magn, vol. 52, no. 3, pp. 1-4, March 2016.

Soft Magnetic Composite (SMC)
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DEM analyzes particle motion considering collision and
slipping:

Equation of motion
+ + + = 0
+ + = 0

: mass
: displacement
: viscosity const.
: spring const.

: gravitational acceleration
: moment of inertia
: particle radius
: angular displacement

Brute Force: Discrete Element Method (DEM)
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We analyze free-falling particles which have random initial position
and obey the Gaussian distribution in size. A mass wall (blue) presses the particles.

Gaussian distribution
( = =1.2 )

Particle motion A. Maruo, H. Igarashi, IEEE Transactions on Magnetics, 
B. 2002205, vol. 55, no.6, 2019

Homogenization of Soft Magnetic Composite 25

2nd 3rd 4th 5th1st

We performed five DEM simulations to consider dependence of
the result on random number.

258



Homogenization of Soft Magnetic Composite 26

The filling rate is controlled by changing thickness of insulation layer .

Conditions
Applied field 1 T
Particle 100

t= =0.86) t= = 0.81)

t= = 0.75) t= = 0.69)

Magnetic flux lines

= | |
( )
( )

( )
( ) = | |

Equivalence in Energy

macroscopic
permeability
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[1] Y.Ito, H.Igarashi, M.Suzuki, Y.Iwasaki, K.Kawano, “Effect of Magnetic Contact on Macroscopic 
Permeability of Soft Magnetic Composite”, IEEE Trans. Magn, vol. 52, no. 3, pp. 1-4, March 2016.

Ollendorff vs DEM

259



Homogenization of Soft Magnetic Composite 28

To study the effect of inhomogeneity, another SMC model composed 
of uniform particles is generated using DEM.

Non-uniform SMC Uniform SMC

Homogenization of Soft Magnetic Composite 29

The magnetic fluxes of  uniform SMC are rather uniform in 
comparison with those of non-uniform SMC.

=0.2 = 0.4 

Uniform SMC
= 0.2 = 0.4 

Non-uniform SMC
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Dependence of macroscopic permeability 
of SMC on filling rate

* Y.Ito, H.Igarashi, M.Suzuki, Y.Iwasaki, K.Kawano, “Effect of Magnetic Contact on Macroscopic Permeability 
of Soft Magnetic Composite”, IEEE Trans. Magn, vol. 52, no. 3, pp. 1-4, March 2016.
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The magnetic flux concentrates near the surface of the particle due to the skin effect.

(a) / = 0.5 (b) / = 1.0

(c) / = 1.5 (d) / = 2.0

Eddy current effect

= | |
| | ( )
( )

| | ( )
( ) + = | |

Equivalence in Power

complex
macroscopic
permeability
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The eddy current loss computed from

= 1
2Re = Re 2

Joule loss

The eddy current loss increases quadratically with respect to the normalized 
particle radius.
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Domain:

Parameters for DEM

Time per step (s) 1 × 10
Steps (-) 1.6 × 10
Average of radii ( ) 5.0
Standard deviation of radii
( )

1.8

Number of particles (-) 200

H. Sato, A. Maruo, H. Igarashi, "Analysis of Nonlinear Magnetic Properties of Soft Magnetic Composite Using Discrete Element Method," 
ISEM2019, 98, Nanjing, China, Sep., 2019.

DEM
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2-D model
(80 particles)

3-D model
(200 particles)

Treatment of insulating layer

= : thickness of 
insulating layer
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*C. Cyr, P. Viarouge, S. Cienet and J. Cros, "Methodology to Study the Influence of the Microscopic Structure of Soft Magnetic Composites on
Their Global Magnetization Curve," in IEEE Transactions on Magnetics, vol. 45, no. 3, pp. 1178-1181, 2009.

2-D by FEM vs. 3-D Measured*

Computed by 2-D model
Measured characteristic

264



Homogenization of Soft Magnetic Composite 38

SMC

( )

Homogenization of Soft Magnetic Composite 39

= 1

× nodes
= + +

= 1 as
When resistance is uniform,
the toral resistance equals the parallel resistance:

= 0

~ 0,
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2D lattice circuit ( = 5) 2D lattice circuit ( = 20)

is independent of the circuit size .
The deviation in decreases as increases.

Homogenization of Soft Magnetic Composite 41

Resistance reduces with . 
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+ +
When , ~ 0, ,

= 1
1
+ + 1

+

1
2 + +

2

2
When + = 0 is imposed in such a way that

= , = , ~ 0, ,

= 1
1
+ + 1

+

2
1 = 2 2
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Topology Optimization Problem 1

Find a permeability distribution such that the macroscopic permeability
in a two-dimensional domain is maximized that is,

= | |
( )
( )

max.

subjected to

1
| |

= + 1
2
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Topology Optimization Problem 2

Find a permeability distribution such that the macroscopic permeability
in a two-dimensional domain is maximized and loss is eddy current loss is 
minimized that is,

subjected to
1
| |

= + 1
= + 1
2

= | |
( )
( )

max. at = 0

= Re 2 min. at = 0
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( )

( )
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Conclusions 46

:
Ollendorff

(SMC)

DEM
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Application of continued fraction to
homogenization method

in numerical analysis of the electromagnetic fields

Shingo HIRUMA

Kyoto University, Japan

In the numerical analysis of the electromagnetic fields, the materials such as magnetic
steel sheets, coils, and soft magnetic composites are sometimes modeled as bulk mate-
rials to reduce the number of unknowns and computational costs. Since this kind of
modeling loses information about the field distribution in the materials, it is difficult
to compute the losses in the material. The homogenization method aims at obtaining
the macroscopic property of such materials to calculate the losses. In some cases, the
analytical expression of the macroscopic property is obtained from the analytical solu-
tion of Maxwell’s equations, which is the frequency-dependent complex function. The
continued fraction expansion of the macroscopic property leads to the Cauer equivalent
circuit. The continued fraction expansion can be formulated more generally through
orthogonal basis generation of the solution space. The error of the equivalent circuit
is obtained by considering the geometrical relationship between the dual formulation
of Maxwell ’s equations.
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Euclid (3rd century BC)

[1] Jusepe de Ribera - Euclid - 2001.26 - J. Paul Getty Museum
[2] Portrait of Gauss by Christian Albrecht Jensen (1840)
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W. Cauer (1900-1945)
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Controllable surfaces challenging from robotics

Noriyasu IWAMOTO

Shinshu University, Japan

Surfaces can model the outer layers of objects at various scales, such as buildings,
clothing, epidermis, and vesicles. In each of these fields, the ability to control its
shape is expected to be one of the research topics in the future, and the technology
of controllable surfaces will be helpful. This technology includes, for example, active
materials that are controllable by temperature and magnetic fields, and the number
of researches in robotics is steadily increasing. However, as in computer graphics,
scenarios in which the spatial position of a surface point can be directly manipulated
are limited. From a robotics perspective, the robot’s shape and the position of points
must be calculated from the robot’s state or control variables. This corresponds to
recovering the surface shape from its first and second fundamental quantities or from
the elongations of lines along the surface, which is not an easy calculation. To solve
this problem, we should not only develop the robot’s mechanism but also based on
mathematical concepts. In particular, we focus on the idea that the theory of robotic
surfaces can be simplified by assuming conformality in its local coordinate system. In
this talk, we will introduce two types of robots and one model developed in Actuated
Differentiable Manifold Laboratory [1]: a robotic S-isothermic surface [2], a boundary-
controlled robotic surface that mechanically solves Plateau’s problem, and a piecewise
constant mean curvature surface model. We also introduce the Willmore flow described
by mean curvature half-density [3], which is expected to be utilized as a feedback control
theory for the robotic surface.

References

[1] Actuated Differentiable Manifold Laboratory, Shinshu University Web Page:
http://www.fiber.shinshu-u.ac.jp/iwamoto/index.html

[2] Noriyasu Iwamoto, Daiki Kusakabe, Takuya Umedachi, Planar Conformal Deformation of Robotic
S-Isothermic Surface, IEEE Robotics and Automation Letters, 7(4)(2022) 1153111536

[3] K. Crane, U. Pinkall, and P. Schöder, Robust Fairing via Conformal Curvature Flow ACM Trans-
actions on Graphics, 32(4)(2013)
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S-Isothermic Surface
S. Sechelmann et al. ,  “Quasiisothermic Mesh Layout”, 
Advances in Architectural Geometry, 2012
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K. Crane et al., “Spin Transformations 
of Discrete Surfaces”, Transaction on
Graphics, 2011 

42

Zi Ye et al., “A curvature and density-based 
generative representation of shapes”, Computer 
Graphics Forum, 2020

K. Crane et al., “Spin Transformations of Discrete 
Surfaces”, Transaction on Graphics, 2011 

K. Crane et al., “Robust Fairing via Conformal 
Curvature Flow”, Transaction on Graphics, 2013
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intrinsic and extrinsic Dirac operators for 
geometry processing”, Computer Graphics Forum, 
2018

G. Kamberov et al., “Bonnet pairs and isothermic surfaces”, Duke Mathematical Journal, 1998
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S-Isothermic

Texture Mapping in CG Conformal
Transformation

- Coordinate Setting

- Kinematic Theory

- Feedback Control
B. Levy, Transaction on Graphics, 2002
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Theory of elasticity on Riemannian manifolds and
its applications

Ryuichi TARUMI

Osaka University, Japan

The theory of elasticity is the mathematical basis for analyzing the mechanical prop-
erties of materials and structures. Recently, our research group has generalized the
theory from Euclidean spaces to Riemannian manifolds and then implemented it into
the numerical analysis. Elasticity on the Riemannian manifold enables us to analyze
the mechanical property of soft materials whose morphology is controlled by residual
stresses. In this study, we present a brief overview of the elasticity theory, implemen-
tation of the material point method, and some examples including plant morphology
analyses.

319



320



321



322



323



324



325



326



327



328



329



330



331



332



333





IMI Workshop I: Geometry and Algebra in Material Science III

September 8 - 10, 2022, West W1-D-413, Kyushu University, Fukuoka, Japan

Continuum mechanics of crystals with dislocations:
differential geometry and numerical analysis

based on calculus of variations

Shunsuke KOBAYASHI

Osaka University, Japan

Dislocations in crystalline materials are linear lattice defects that play a central role in
the plastic deformations and the strength of materials. Various studies have been con-
ducted focusing on the geometrical characteristics of dislocations and their influence on
the mechanical properties of materials. The theory of continuous distribution of dis-
locations is one such attempt to introduce defect structures into continuum mechanics
analysis by considering dislocations as tensor fields on smooth manifolds. This theory,
proposed independently by Kondo [1], Bilby et al. [2] and Kröner and Seeger [3] in the
1950s, was the first attempt to incorporate differential geometry into continuum me-
chanics to describe the natural state of a crystal, a seemingly contradictory state that
is stress-free but contains dislocations. Amari subsequently brought these independent
studies together in a unified manner, focusing on the theory of distant parallelism [4].
The natural state is described as a smooth manifold with a Riemann metric and an
affine connection, but it is generally characterized by the fact that it cannot be iso-
metrically embedded in three-dimensional Euclidean space. The state of a real crystal
with internal stress is obtained by embedding this natural state in Euclidean space.
While such attempts have been greatly advanced in subsequent studies, it is difficult to
directly determine this natural state for the complex dislocation distribution observed
in real crystals.

In this study, we developed a method for determining the natural state of crystals
for arbitrary dislocation distributions using an approach based on continuous distribu-
tion dislocation theory and the calculus of variations. In this method, Cartan’s first
structure equation and Helmholtz decomposition are used in the construction of the
variational problem [5,6]. The natural state of the crystal can be calculated directly
from the solution to this problem. To verify the validity of the framework developed
here, we performed numerical analyses for several dislocation distributions. The me-
chanical state of the crystal including dislocations can be calculated by embedding the
natural state into a three-dimensional Euclidean space.
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転位を含む結晶の連続体力学
：微分幾何学と変分法に基づく数値計算

Continuum mechanics of crystals with dislocations
: differential geometry and numerical analysis based on calculus of 
variations

大阪大学 小林舜典

背景
金属材料の変形

弾性変形：可逆
塑性変形：不可逆

塑性変形の原因
結晶の配列のずれた領域，転位が無数
に存在
降伏点に達すると転位が移動し，除荷
しても移動後の位置に留まる

金属材料の強度
降伏：転位が移動開始
加工硬化：転位同士が相互作用し変形
抵抗が増加

変位

荷
重

弾性変形 塑性変形

荷

形

降伏点 加工硬化

完全結晶 転位を含む
不完全結晶
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背景
転位の幾何学的特徴
転位＝結晶格子の不整合が線状
に連なった領域で実態はない
転位の普遍的な性質
転位線：格子不整合を連ねた領域
Burgersベクトル：不整合の度合い
転位が存在することで結晶の形
はBurgersベクトル程度変形

ねじれたナノワイヤ*
転位による結晶のずれが結晶全
体をねじる効果
Eshelbyツイスト

Burgersベクトル

転位

背景
連続体力学

物体を（可微分）多様体として扱う
有理連続体力学：Noll(1-2), Wang(3)
公理論的？

連続体力学における転位のモデル化
Volterraのモデル(4)

円筒を一部切断してずらし，再び結合させ
て力のつり合いを見る
線形化による無限小変形の仮定

1. W. Noll, Arch. Rational Mech. Anal. 22 (1958), pp. 197-226.
2. W. Noll, Arch. Rational Mech. Anal. 2277 (1967), pp. 1-32.
3. C.-C. Wang, Arch. Rational Mech. Anal. 2277 (1967), pp. 33-94.
4. V. Volterra, Ann. Sci. de l'Ecole Norm. Superieure, 2244 (1907), pp. 401-517.

転位による結晶の変形を線形化をせずに
幾何学的に厳密に取り扱う

線形

非線形

Burgersベクトル

切断面
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微分幾何学と弾性理論

参照状態：変形前の物体の状態（givenなもの）
現状態 ：加えられた力とつり合うように変形した状態
変形量：各状態の“微小領域”に着目して定義する
各点の接空間の基底 微小領域の形状 結晶格子の形

埋め込み

可微分多様体
参照状態 現状態

弾性変形

微分幾何学と弾性理論

素朴な見方

微分幾何学

（変形後の基底の大きさと角度）ー（変形前の基底の大きさと角度）

弾性理論における変形量の定義
変形の前後で対応する各点周りの接空間の関係に着目する

の基底を埋め込みで写すと埋め込み先での基底となる
埋め込み先のEuclid計量 により各基底の大きさや角度がわかる

可微分多様体
参照状態 現状態

弾性変形弾性
誘導計量

埋め込み

Greenひずみテンソル
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微分幾何学と弾性理論

局所的な“力”の定義
物体に外から力を加えると力がつり合うように変形：現状態
変形した物体に発生する局所的な“力”：応力
応力を用いて変形している物体の力のつり合いを記述する

力のつり合いを記述

埋め込み

可微分多様体
参照状態 現状態

弾性変形弾性

微分幾何学と弾性理論

弾性理論における変分原理
エネルギーを停留させる変形が実現

物体の弾性変形：Riemann多様体

停留条件

埋め込み

可微分多様体
参照状態 現状態

弾性変形弾性

ひずみエネルギー 外力のする仕事
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連続体力学への転位の導入？

転位：結晶の格子不整合＋格子不整合を緩和するように結晶格子が変形
転位分布を多様体上でどう表現するか？
転位分布からRiemann計量をどう決定するか？

微分幾何学の導入
1950年頃にKondo(1)，Bilbyら(2)，KrönerとSeeger(3)
Amariにより統一的にまとめられ，動的問題まで拡張(5-6)

埋め込み

可微分多様体
参照状態 現状態

弾性変形弾性

微分幾何学による転位のモデル化
転位の幾何学的特徴
転位＝結晶格子の不整合が線状に連な
った領域で実態はない
転位の普遍的な性質
転位線：格子不整合を連ねた領域
Burgersベクトル：不整合の度合い

微分幾何学における捩率
Burgersベクトルと同様の幾何構造
多様体上のアフィン接続

に付随するテンソル場

Burgersベクトル

捩率≠0捩率=0

Riemann多様体＋アフィン接続
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転位による物体の変形の問題
問題設定

given: 参照状態，捩率（転位の分布）
find  : 現状態

）

Riemann計量の決定
物体の弾性：Riemann多様体
与えられた捩率→Riemann計量
※Riemann計量→Levi-Civita接続と逆の問題
Cartanの第一構造方程式により決定*

捩率2形式 双対枠（ 上の1形式の組）
可微分多様体

？

自然状態

Arch. Ration. Mech. Analysis, 205 (2012), pp. 59−118.

変分問題定式化
Cartanの第一構造方程式の残差

双対完全形式の条件

Cartanの第一構造方程式の数値計算
双対枠のHelmholtz分解*

が捩率 に寄与

完全形式成分

を満たし，
を停留させる を探せば良い
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転位による物体の変形の問題

問題設定
given: 参照状態，捩率（転位の分布）
find  : 現状態

埋め込み

可微分多様体
参照状態 現状態

弾性変形弾性

分布）

①：捩率から自然状態を決定
②：現状態を決定

体 自然状態

数値計算の例

転位の分布関数

参照状態

せん断応力

静水圧

：転位線からの距離
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数値計算の例

直方体中央部にらせん転位を一本配置
Burgesベクトル と物体の代表寸法 の比に応じてねじれ量が
変化：Eshelbyツイストを再現

物体のサイズ大

物体のサイズ小

まとめ
幾何学的に厳密な定式化の下で，転位が結晶に生じさせる変形
を数値計算
刃状転位の例：線形化されたモデルの応力場をよく再現
らせん転位の例：Eshelbyツイストを再現
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IMI Workshop I: Geometry and Algebra in Material Science III

September 8 - 10, 2022, West W1-D-413, Kyushu University, Fukuoka, Japan

Mathematical research on real-world problems is an
educational program for doctorate course students

in FMSP of the University of Tokyo：
Coordination sequences of crystals are of

quasi-polynomial type

Junichi NAKAGAWA

The University of Tokyo, Japan

Mathematical research on real-world problems is an educational program for doc-
torate course students in FMSP (Leading Graduate Course Frontiers of Mathematical
Science and Physics) of the University of Tokyo. The academic-Industry collaboration
Program‘ Mathematical Innovation in Data Science ’has started up in April 2018
provided Nippon Steel Corporation with funds, affiliated with the Graduate School of
Mathematical Science, the University of Tokyo has proposed themes for the program,
and provided several themes for doctoral students who mainly major in algebra or
geometry.

The coordination sequences of periodic graphs are predicted to be of quasi-polynomial
type by Grosse-Kunstleve et al. (1996). After that, various mathematical methods to
calculate coordination sequences have been developed and they are actually calculated
in many specific cases as in the work of Conway & Sloane (1997), Eon (2002, 2012),
Goodman-Strauss & Sloane (2019), O ’Keeffe (1995, 1998), Shutov & Maleev (2018,
2019, 2020). And, we were able to give the affirmative answer [NSMN21] to the ques-
tion posed by Grosse-Kunstleve et al. [GKBS96] using monoid theory. On the other
hand, Crystals in real world are observed to be quasi-polynomial in many cases. In
SGW2022, we hope to study that what mathematical conditions on quasi-polynomial
type make it quasi-polynomial, in the view points of mathematics and numerical cal-
culation in graph theory.

References
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[NSMN] Y. Nakamura, R. Sakamoto, T. Mase, J. Nakagawa, Coordination sequences
of crystals are of quasi-polynomial type, Acta Cryst. (2021). A77, 138-148

345



2022 9 10

2

346



3

347



Materials Informatics
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• This problem can be viewed as a regression problem
• Predictors: information of atoms and crystal structure 
• Response variable: energy of compound

xi
Atomic number
Electron affinity
Ionization Energy
Atomic mass
Radius

Position of periodic table
Electronegativity
Number of electrons

regression model:
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Counting Out of # of Growth Using Computer
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Generating Function of Growth
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Proof of Theorem 2.2.

P: F 

Bruns & Gubeladze, 2009, Theorems 6.38 and 6.39
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