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• 専⾨
• 統計学・機械学習→データ科学
• 地震学・測地学・プラズマ物理でのデータ解析

• 「データ科学技術」とその数理メカニズムを解明するのが好き
応⽤ごとに技術を開発・拡張したりするのも好き Y. and Kano (2022)

[Okuno and Y. (2023) ][Iba and Y. (2023) ]

Sei and Y. (2024)
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今⽇のデータ科学における「データ」
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遺伝⼦発現データ犯罪発⽣件数データ
from https://ghr.nlm.nih.gov/gene/PIK3CAFrom東京都オープンデータ



今⽇のデータ科学における「データ」
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⾸都圏稠密地震観測網(MeSO-net)での連続波形記録

From Yano et al. (2021)



データの整理

•多種多様 ( 空間データ ・ 時間データ ・ 時空間データ ・・・)
•「変数の個数」（次元）と「サンプルサイズ」に注⽬して整理
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犯罪発⽣件数マップ
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978個の変数が12年分存在

観測 𝑋 = 𝑋!, … , 𝑋"#$ ：東京8区の978町丁における犯罪発⽣件数

𝑑 = 978, 𝑛 = 12



希少な遺伝⼦頻度
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観測 𝑋 = 𝑋!, … , 𝑋%%! ： 551のゲノム位置の希少遺伝⼦頻度

551個の変数が10!~10"組存在
from https://ghr.nlm.nih.gov/gene/PIK3CA

𝑑 = 551, 𝑛 = 10!~10"



⾸都圏地震観測網の連続波形
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観測 𝑋 𝑡 = 𝑋! 𝑡 , … , 𝑋&"' 𝑡 ：	⾸都圏地震観測網の連続波形

0.005秒という⾼頻度で観測される→ 観測変数を連続な関数として扱える

[s]



「⾼次元」の定義
ここでの「⾼次元」の定義
n 有限次元

変数の次元	固定,サンプルサイズ → ∞

n ⾼次元
変数の次元 → ∞

     変数&サンプルサイズ → ∞

n 無限次元
変数が関数⾃由度をもつ
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本⽇の内容
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次元圧縮 正則化 ベイズ

可視化 発⾒・予測 不確実性評価



⾼次元のデータ解析のアイデア
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球⾯・軸集中現象

グラフ構造

スパース性

サン
プル
２
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サ
ン
プ
ル
３
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弱い位相の利⽤

ベイズの⾼次元挙動



本⽇の内容
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次元圧縮 正則化 ベイズ

可視化 発⾒・予測 不確実性評価

主成分分析(線形次元圧縮)

t-SNE,UMAP(⾮線形次元圧縮)



多変量データの可視化
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ペアプロット(2変数散布図)＋層別化変数名
アルコール度数
リンゴ酸
灰
灰のアルカリ度
マグネシウム
全フェノール
フラボノイド
⾮フラボノイドフェノール
プロアントシアニジン
⾊の濃さ
⾊相

希釈ワインの吸光度の⽐)

プロリン
ワインの点数From UCI Wine Dataset

＊しばらく、主成分分析の復習になります



⾏列を使ったデータの整理
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アルコール度数 りんご酸 ・・・ プロリン
1 14.23 1.71 1065
2 13.20 1.78 1050

173 14.13 4.10 560

𝑑

𝑛



特異値分解

= @ @𝑋 𝑈 𝑉%Σ

任意の⾏列𝑋 ∈ ℝ#×%は直交⾏列𝑈 ∈ ℝ#×# , 𝑉 ∈ ℝ%×%を⽤いて

𝑋 = 𝑈Σ𝑉%

＊Σは対⾓⾏列Δとゼロ⾏列0でΣ = Δ
0



特異値分解の⾒⽅

= @ @𝑋 𝑈 𝑉%Σ

𝑋 = ,
&'$,…,*

𝜎& 	 𝑢& 𝑣&%



特異値分解の⾒⽅

= @ @𝑋 𝑈 𝑉%Σ

𝑋 = ,
&'$,…,*

𝜎& 	 𝑢& 𝑣&%

𝑋 =𝜎$	𝑢$ 𝑣$% 𝑢* 𝑣*%𝜎*+ +⋯



特異値分解における左特異ベクトル

𝑋 = ,
&'$,…,*

𝜎& 	 𝑢& 𝑣&%

𝑋 =𝜎$	𝑢$ 𝑣$% 𝑢* 𝑣*%𝜎*+ +⋯

変数の射影⽅向
(主成分ベクトル)

変数の射影⽅向
(主成分ベクトル)



特異値分解における右特異ベクトル

𝑋 = ,
&'$,…,*

𝜎& 	 𝑢& 𝑣&%

𝑋 =𝜎$	𝑢$ 𝑣$% 𝑢* 𝑣*%𝜎*+ +⋯

各サンプルの𝑣!⽅向の正規化座標値 各サンプルの𝑣+⽅向の正規化座標値 



特異値分解における特異値

𝑋 = ,
&'$,…,*

𝜎& 	 𝑢& 𝑣&%

𝑋 =𝜎$	𝑢$ 𝑣$% 𝑢* 𝑣*%𝜎*+ +⋯

𝜎!&: 𝑣!⽅向のサンプルのばらつき 𝜎&&: 	𝑣!⽅向のサンプルのばらつき 



主成分分析 (Principal Component Analysis; PCA)

𝑋 =𝜎$	𝑢$ 𝑣$% 𝑢* 𝑣*%𝜎*+ +⋯

特異値の絶対値が⼤きい成分を使ったデータの次元縮約

𝑋(,𝑣!: 	第⼀主成分

𝑋 (
,
𝑣 &
:	第
⼆
主
成
分



PCAの適⽤例：波形特徴量の抽出
波形データや画像データに適⽤し、特徴量抽出を⾏うこともできる

⻑さ500の150個の波形
𝑛 = 150 ≪ 𝑑 = 500

データ⾏列

周波数が異なる三つの波形



PCAの適⽤例：波形特徴量の抽出
波形データや画像データに適⽤し、特徴量抽出を⾏うこともできる

⻑さ500の150個の波形
𝑛 = 150 ≪ 𝑑 = 500

主成分ベクトル データ⾏列

周波数が異なる三つの波形



PCAの適⽤例：波形特徴量の抽出
波形データや画像データに適⽤し、特徴量抽出を⾏うこともできる

⻑さ500の150個の波形
𝑛 = 150 ≪ 𝑑 = 500

主成分ベクトル データ⾏列 主成分空間

周波数が異なる三つの波形



PCAの適⽤例：波形特徴量の抽出
波形データや画像データに適⽤し、特徴量抽出を⾏うこともできる

⻑さ500の150個の波形
𝑛 = 150 ≪ 𝑑 = 500

主成分ベクトル データ⾏列 主成分空間

周波数が異なる三つの波形

⾼次元の設定 (𝒅 ≫ 𝒏) でも主成分空間で分離されている



PCAの適⽤例：波形特徴量の抽出 (難しい例)
波形データや画像データに適⽤し、特徴量抽出を⾏うこともできる

先例にランダム変調
⇒周波数+ガウスノイズ

データ⾏列
150個の⻑さ500の波形
𝑛 = 150 ≪ 𝑑 = 500



PCAの適⽤例：波形特徴量の抽出 (難しい例)
波形データや画像データに適⽤し、特徴量抽出を⾏うこともできる

先例にランダム変調
⇒周波数+ガウスノイズ

主成分ベクトル データ⾏列
150個の⻑さ500の波形
𝑛 = 150 ≪ 𝑑 = 500



PCAの適⽤例：波形特徴量の抽出 (難しい例)
波形データや画像データに適⽤し、特徴量抽出を⾏うこともできる

先例にランダム変調
⇒周波数+ガウスノイズ

主成分ベクトル データ⾏列 主成分空間
150個の⻑さ500の波形
𝑛 = 150 ≪ 𝑑 = 500



PCAの適⽤例：波形特徴量の抽出 (難しい例)
波形データや画像データに適⽤し、特徴量抽出を⾏うこともできる

先例にランダム変調
⇒周波数+ガウスノイズ

主成分ベクトル データ⾏列 主成分空間

⾼次元の設定 (𝒅 ≫ 𝒏) ＋複雑な設定でも⼀⾒うまくいっている

150個の⻑さ500の波形
𝑛 = 150 ≪ 𝑑 = 500



⾼次元からの挑戦状

                  実は、ナイーブな主成分分析は⾼次元では注意が必要

30



⾼次元からの挑戦状

⼆通りのシナリオでそのことを検証 (Simulation 1)
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次元 (⻑さ)

特異値を決めシミュレーション
(Simulation 1)



⾼次元からの挑戦状

⼆通りのシナリオでそのことを検証 (Simulation 1)
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次元 (⻑さ)

真の主成分のばらつき
（特異値減衰）

主成分のばらつきを決め
シミュレーション
(Simulation 1)

特異値インデックス



⾼次元からの挑戦状

⼆通りのシナリオでそのことを検証 (Simulation 2)
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次元 (⻑さ)

主成分のばらつきを決め
シミュレーション
(Simulation 2)



⾼次元からの挑戦状

⼆通りのシナリオでそのことを検証 (Simulation 2)
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次元 (⻑さ)

特異値インデックス

真の主成分のばらつき
（特異値減衰）

主成分のばらつきを決め
シミュレーション
(Simulation 2)



ナイーブな主成分分析の結果
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Simulation 1の結果 Simulation 2の結果
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特異値インデックス 特異値インデックス

1に近いのが理想
1に近いのが理想



ナイーブな主成分分析の結果
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Simulation 1の結果

！！ ！！

Simulation 2の結果
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ナイーブな主成分分析の結果
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ナイーブな主成分分析では明らかに不⼀致

Simulation 1の結果

！！ ！！

Simulation 2の結果
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⾼次元⼩標本を⽣かした補正：Yata and Aoshima (2012)
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Yata and Aoshima (2012)は⾼次元⼩標本性を⽣かした補正法(ノイズ掃き出し法)を提案



⾼次元⼩標本を⽣かした補正：Yata and Aoshima (2012)
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Simulation 1の結果 Simulation 2の結果
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Yata and Aoshima (2012)は⾼次元⼩標本性を⽣かした補正法(ノイズ掃き出し法)を提案

＊ ⻘嶋・⽮⽥(2019)「⾼次元の統計学」
＊Yata and Aoshima (2012) Effective PCA for high-dimension, low-sample-size data with noise reduction via geometric representations



主成分分析における「双対表現」
主成分分析ではデータの縮約に⼆つの表現が可能
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主成分分析における「双対表現」
主成分分析ではデータの縮約に⼆つの表現が可能
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𝑋

𝒅

データ
𝒏

𝑋 𝑋%𝑆&'()*+ ∈ ℝ#×# ≔	 /𝑛



主成分分析における「双対表現」
主成分分析ではデータの縮約に⼆つの表現が可能

42

𝑋

𝒅

データ
𝒏

𝑋%

𝑋 𝑋%

𝑋𝑆,-*+ ∈ ℝ%×%

𝑆&'()*+ ∈ ℝ#×#

≔	

≔	

/𝑛

/𝑛



「⾼次元」データの集中現象 (Hall and Marron, 2005; Ahn et al., 2007; Yata and Aoshima, 2012)
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ベクトル 𝑤. =
𝑛

∑/ 𝜆/
𝑆,-*+𝑢. 𝑆,-*+ ∈ ℝ#

データは簡単のためガウスベクトルとする

は𝑑 → ∞で球に集中



「⾼次元」データの集中現象 (Hall and Marron, 2005; Ahn et al., 2007; Yata and Aoshima, 2012)
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ベクトル 𝑤. =
𝑛

∑/ 𝜆/
𝑆,-*+𝑢. 𝑆,-*+ ∈ ℝ#

データは簡単のためガウスベクトルとする

は𝑑 → ∞で球に集中
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「⾼次元」データの集中現象 (Hall and Marron, 2005; Ahn et al., 2007; Yata and Aoshima, 2012)
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ベクトル 𝑤. =
𝑛

∑/ 𝜆/
𝑆,-*+𝑢. 𝑆,-*+ ∈ ℝ#

データは簡単のためガウスベクトルとする

は𝑑 → ∞で球に集中

サン
プル
２

サンプル１

サ
ン
プ
ル
３

サン
プル
２

サンプル１
サ
ン
プ
ル
３

𝑑 = 100 𝑑 = 2000



「⾼次元」データの集中現象を利⽤した補正
⼀般に、固有値は重要な固有値, それ以外の多くの固有値に分かれる
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=
/01,…,4

𝜎/5𝑢/𝑢/6 =
/0471,…,%

𝜎/5𝑢/𝑢/6𝑆,-*+ ∈ ℝ%×% = +

たくさんある！（ノイズ）



「⾼次元」データの集中現象を利⽤した補正
⼀般に、固有値は重要な固有値, それ以外の多くの固有値に分かれる
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=
/01,…,4

𝜎/5𝑢/𝑢/6 =
/0471,…,%

𝜎/5𝑢/𝑢/6𝑆,-*+ ∈ ℝ%×% = +

たくさんある！（ノイズ）

@𝜆/ = 𝜎/5 −
tr 𝑆,-*+ − ∑.01,…,/ 𝜎/5

𝑛 − 1 − 𝑖

ノイズ部分の集中現象を利⽤することで固有値・固有ベクトルを推定可能

ℎ/ =
1

𝑛 − 1 F𝜆/

𝑋𝑢/(𝑆,-*+)



⾼次元⼩標本を⽣かした補正：Yata and Aoshima (2012)
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Simulation 1の結果 Simulation 2の結果
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Yata and Aoshima (2012)は⾼次元⼩標本性を⽣かした補正法(ノイズ掃き出し法)を提案



天⽂学への応⽤：Takeuchi et al. (2024)
ALMA望遠鏡で撮影された銀河NGC 253の分光マップへの適⽤
→銀河の分⼦ガス噴き出しをデータ駆動的に抽出

49
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Appendix A
Merits of the Dual Sample Covariance

We note that the sample covariance matrix S̃ and the dual
sample covariance S̃D share their nonzero eigenvalues. We also
note that the eigenvectors of S̃ can be calculated by the

eigenvectors of S̃D. See Equation (13). Thus, the merits of the
dual sample covariance (n× n) are rather obvious:

1. We can reduce the computational cost significantly.
2. We can visualize the behavior of data more easily than

the original data matrix (d× d).
3. Asymptotic theory can be developed on the dual space.

Appendix B
Geometric Representations of S̃D

In this section, we give geometric representations of S̃D when
d→∞while n is fixed (Yata & Aoshima 2010b; YA12). The
geometric representations are keys to dealing with HDLSS data
by high-dimensional statistical analysis.
We consider the following sphericity condition:
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When X̃ is Gaussian, Ahn et al. (2007), Jung & Marron
(2009), and YA12 showed a geometric representation as
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Here, the λis are eigenvalues of the covariance matrix S̃, i.e.,
not the sample covariance S̃ . Let
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and º Î =- { ∣ }x x 1n n1   : a unit (n− 1)-sphere.26 YA12
showed that

Î  ¥- ( )w din probability as , B4i
n 1

that is, the surface concentration of the unit n-sphere. From the
geometric representation by Equation (B4), we observe that the

Figure 19. Responsible features to characterize PCs from the A-SPCA for the ALMA map of NGC 253, after the Doppler shift correction due to the systemic rotation.
Stars and triangles represent PC1- and PC2-related responsible spectral features similar to those in Figure 10, while filled circles are PC3 related.

26 YA12 denoted -n 1 as Rn We used a more familiar notation in geometry in
this work.
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correction, we have a map without the systematic effect of the
coherent rotation and we can analyze more subtle properties of the
submillimeter emission lines.

We demonstrate an example of the emission lines in
Figure 22 in Appendix E. We have frequency gaps in our

ALMA data cube. If we try to shift the spectrum according to
the velocity, the boundaries of the spectra are also shifted. We
simply adopted frequency ranges common to all the pixels. The
final size of the data is 231 along the spatial position, and 1971
in spectral dispersion after all corrections.

Figure 3. The bright regions of NGC 253 map cut out by the mask. Left: the mask region map. White regions have significant intensity signals. Center: the cutout
region with significantly bright emission. Right: the bird’s view of the signal.

Figure 4. Velocity map of NGC 253 estimated from HCN(4–3) (top), HNC(4–3) (middle), and CS(7–6) (bottom). The systemic velocity of 243 km s−1 is subtracted.

7
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From Takeuchi et al. (2024) https://doi.org/10.3847/1538-4365/ad2517 



線形次元圧縮から⾮線形の次元圧縮へ
主成分分析は強⼒な⼿法だがあくまでも線形圧縮

50

主成分だけではよくわからないことも
From https://www.tensorflow.org/datasets/catalog/mnist?hl=ja

⼿書き数字認識 (MNISTデータセット)



⾼次元データの「グラフ表現」
⾮線形圧縮で活躍するのは⾼次元データの「グラフ表現」

51

データ空間 ℝ% データのグラフ表現

𝑝*→( =
exp(− ⁄||𝑋( − 𝑋*||& (2𝜎&))

∑./* exp(− ⁄||𝑋( − 𝑋*||& 2𝜎& )

𝑝(,* =
𝑝*→( + 𝑝(→*

2𝑁

𝑝(,*𝑋( 𝑋*



𝑡-distributed Stochastic Neighbor Embedding (𝑡-SNE)
データの隣接関係をできる限り保ったまま低次元空間に埋め込む⼿法

52

低次元空間 ℝ5

𝑝(,*𝑋( 𝑋*

𝑞!,# =
1 + ||𝑌! − 𝑌#||$

%&

∑',(:'*( 1 + ||𝑌' − 𝑌(||$ %&

低次元でのグラフ表現

𝑞(,*
𝑌(

𝑌*

データのグラフ表現

𝑝*→( =
exp(− ⁄||𝑋( − 𝑋*||& (2𝜎&))

∑./* exp(− ⁄||𝑋( − 𝑋*||& 2𝜎& )

𝑝(,* =
𝑝*→( + 𝑝(→*

2𝑁
＊Van der Maaten and Hinton (2008) Visualizing Data using t-SNE 



𝑡-distributed Stochastic Neighbor Embedding (𝑡-SNE)
データの隣接関係をできる限り保ったまま低次元空間に埋め込む⼿法

53

𝑝*→( =
exp(− ⁄||𝑋( − 𝑋*||& (2𝜎&))

∑./* exp(− ⁄||𝑋( − 𝑋*||& 2𝜎& )

𝑝(,* =
𝑝*→( + 𝑝(→*

2𝑁

𝑝(,*𝑋( 𝑋*

𝑞(,* =
1 + ||𝑌( − 𝑌*||&

0!

∑.,1:./1 1 + ||𝑌. − 𝑌1||& 0!

𝑞(,*
𝑌(

𝑌*

この⼆つのグラフが近くなるような𝑌!, … , 𝑌3 ∈ ℝ& (埋め込み)を⾒つける

データのグラフ表現低次元でのグラフ表現



＊𝑡-distributed Stochastic Neighbor Embedding (𝑡-SNE)
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データの隣接関係をできる限り保ったまま低次元空間に埋め込む⼿法

𝑝(,*𝑋( 𝑋*
𝑞(,*

𝑌(
𝑌*

低次元でのグラフ表現

min
4!,…,4"

𝐷 𝑝, 𝑞 =K
(,*

𝑝(,* log
𝑝(,*
𝑞(,*

この⼆つのグラフが近くなるような𝑌!, … , 𝑌3 ∈ ℝ&は

を確率的勾配法によって求める

データのグラフ表現



𝑡-SNEの適⽤例
先ほどPCAではうまくいかなった⼿書き数字認識の例で使ってみると

55

From https://www.tensorflow.org/datasets/catalog/mnist?hl=ja 綺麗にラベルと対応した埋め込み



Uniform Manifold Approximation and Projection (UMAP)

𝑡-SNEは「遠いものは遠く」なるわけではない
→この結果を解消し、解釈しやすい次元圧縮を⾏うのがUMAP

56

𝑡-SNE UMAP

＊McInnes et al. (2018) UMAP: Uniform Manifold Approximation and Projection
＊酒井・寺⽥・⾼橋 (2024) 重⼒波観測における突発性雑⾳の教師なし分類



Uniform Manifold Approximation and Projection (UMAP)

57

データの局所構造・⼤域構造を保ったまま低次元空間に埋め込む⼿法

データ空間 ℝ% データのグラフ表現

𝑝(,* = exp −
||𝑋( − 𝑋*|| − 𝜌(

𝜎(

𝑝(,*

𝑋( 𝑋*

遠くに枝を張らないように𝑘近傍法を利⽤



Uniform Manifold Approximation and Projection (UMAP)
データの局所構造・⼤域構造を保ったまま低次元空間に埋め込む⼿法

58

𝑞(,* =
1

1 + 𝑎||𝑌( − 𝑌*||&6

この⼆つのグラフが近くなるような𝑌!, … , 𝑌3 ∈ ℝ& (埋め込み)を⾒つける

データのグラフ表現低次元でのグラフ表現

𝑝(,*

𝑋( 𝑋*

𝑝(,* = exp −
||𝑋( − 𝑋*|| − 𝜌(

𝜎(

遠くに枝を張らないように𝑘近傍法を利⽤

𝑞(,*
𝑌(

𝑌*



＊Uniform Manifold Approximation and Projection (UMAP)
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データの局所構造・⼤域構造を保ったまま低次元空間に埋め込む⼿法

min
4!,…,4"

K
(,*

𝑝(,* log
𝑝(,*
𝑞(,*

+ 1 − 𝑝(,* log
1 − 𝑝(,*
1 − 𝑞(,*

この⼆つのグラフが近くなるような𝑌!, … , 𝑌3 ∈ ℝ&を

を確率的勾配法によって求める

データのグラフ表現低次元でのグラフ表現

𝑝(,*

𝑋( 𝑋*
𝑞(,*

𝑌(
𝑌*



データ間の距離について
データ間の距離はユークリッド距離以外が適切な場合もある
→ 変数に関する事前知識がある場合 (球⾯上のデータなど) 

60

3. Case Study With Global Data
3.1. Data Set
To examine our proposed method at a global scale, we apply it to the globally comprehensive data set used in
establishing the ITRF2008 reference frame (Altamimi et al., 2012) (Figure 2a). This data set consists of 206
International GNSS Service (IGS) sites satisfying specific criteria: (a) each site must have a time‐span of ob-
servations exceeding three years; (b) they must be situated at least 100 km from the plate boundaries identified by

Figure 2. (a) The original GNSS horizontal velocities (arrows) with respect to the ITRF2008 reference frame. The arrow
colors denote their plate allocation in the ITRF2008 plate motion model. (b) Clustering result using the EVPT metric with
four clusters ÖK à 4Ü. Arrow colors denote their cluster allocation (c) Comparable clustering results with K à 14.
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Longitudinal Valley Fault (LVF), marking the suture zone between the Philippine Sea Plate and the Eurasian
Plate; the Central Mountain Range, uplifted by converging plates; the Western Foothills, characterized by fold‐
and‐thrust belts; and the Coastal Plain (Figure 5(a)). The LVF is the key tectonic structure in accommodating the
collision (Yu et al., 1997), and frequent and intense seismic activity is observed along it (Champenois et al., 2012;
Yeh et al., 2024). The devastating 2024 Hualien earthquake (Mw 7.2) occurred along the northern part of the
Lingding Fault at the northern end of the LVF (Figure 5(b)). To the east of Taiwan, the Philippine Sea Plate is
subducting beneath the Eurasian Plate along the Ryukyu Trench (Takada et al., 2007). Behind the Ryukyu Trench,
back‐arc spreading is ongoing, and the western end of this spreading zone is located on the Ilan Plain (Hu
et al., 2002). Around the Pingtung Plain in southwestern Taiwan, tectonic extrusion is ongoing in response to
WSW‐directed lateral convergence between the two plates (Ching et al., 2007; Hu et al., 2007).

4.2. Results and Discussion
We apply a similar comparison study to results in Taiwan as conducted in the previous section. The results are
compared at K à 4, which was the number of major clusters, and K à 11, which corresponds to the largest number

Figure 4. UMAP plots for the (a) PT, (b) EVPT, and (c) EV similarity metrics. The symbols and colors represent the original
plate labels of the ITRF2008 plate motion model. The embedding 2D space of UMAP has no unit, and so both axis have no
ticks here.

Journal of Geophysical Research: Solid Earth 10.1029/2024JB029689

TAKAHASHI ET AL. 8 of 17

 21699356, 2025, 2, D
ow

nloaded from
 https://agupubs.onlinelibrary.w

iley.com
/doi/10.1029/2024JB

029689 by C
ochrane Japan, W

iley O
nline Library on [26/02/2025]. See the Term

s and C
onditions (https://onlinelibrary.w

iley.com
/term

s-and-conditions) on W
iley O

nline Library for rules of use; O
A

 articles are governed by the applicable C
reative C

om
m

ons License

Takahashi, Y., and Kano (2025)

⾼次元データとはいえ、データに関する事前知識は重要



⾼次元のデータ解析のアイデア

61

球⾯・軸集中現象

グラフ構造

サン
プル
２

サンプル１

サ
ン
プ
ル
３

𝑝(,*𝑋( 𝑋*



本⽇の内容

62

次元圧縮 正則化 ベイズ

可視化 発⾒・予測 不確実性評価



スパース推定
⾼次元データ〜「少数の有⽤データ」＋「それ以外のノイズ」という仮説

63
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 Fig. 1. (a) Conventional Fourier transform NMR reconstruction; (b) ME reconstruction for the same
 data as (a); (c) Fourier transform NMR reconstruction from a better experiment (from Sibisi et al. (1984),
 Figs 1 and 2)

 Many applications of ME have been developed: to problems in NMR spectroscopy
 (Sibisi et al., 1984), in astronomy (interferometry) (Gull and Daniell, 1978) and in
 infra-red absorption spectroscopy (Frieden, 1972). Many published reconstructions
 obtained via ME are excellent, and a few side-by-side comparisons show that ME
 regularization can, in certain cases, dramatically outperform quadratic regularization.

 We mention two prototypical examples.

 (a) Sibisi et al. (1984) compare the ME reconstruction of a nuclear magnetic
 resonance (NMR) spectrum with reconstruction by conventional (least squares)
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 obtained via ME are excellent, and a few side-by-side comparisons show that ME
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From Donoho et al. (1992)

＊川野・松井・廣瀬 (2018)「スパース推定法による統計モデリング」



Least Absolute Shrinkage of Selection Operators (LASSO)
回帰モデルの回帰係数のスパース推定 (Tibshirani, 1996; Chen et al., 1998)
• 1次元の予測値と𝑑次元の共変量の組 { 𝑦/ , 𝑥/ ∶ 	𝑖, … , 𝑛}

64
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Least Absolute Shrinkage of Selection Operators (LASSO)
回帰モデルの回帰係数のスパース推定 (Tibshirani, 1996; Chen et al., 1998)
• 1次元の予測値と𝑑次元の共変量の組 { 𝑦/ , 𝑥/ ∶ 	𝑖, … , 𝑛}
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アルゴリズムの⼯夫により厳密に0に



Least Absolute Shrinkage of Selection Operators (LASSO)
回帰モデルの回帰係数のスパース推定 (Tibshirani, 1996; Chen et al., 1998)
• 1次元の予測値と𝑑次元の共変量の組 { 𝑦/ , 𝑥/ ∶ 	𝑖, … , 𝑛}
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アルゴリズムの⼯夫により厳密に0に 少数な意味のある係数を⾼速に推定



LASSOの仲間：Generalized LASSO

• Fused LASSO：隣接制約

67

argmin
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2𝑛
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• 𝑙!trend filtering：区分微分可能関数
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LASSOの仲間：Generalized LASSO

• Fused LASSO：隣接制約
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argmin
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1
2𝑛
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𝜆
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⋯ 0 0
⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮

0 0 ⋯
0 0 ⋯
0 0 ⋯

0 0 0
−1 1 0
0 0 1

• 𝑙!trend filtering：区分微分可能関数

𝐷 =

1 −1 0
−1 2 −1
⋮ ⋮ ⋮

⋯ 0 0
⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮

0 0 ⋯
0 0 ⋯
0 0 ⋯

2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

𝐷𝜃



＊LASSOの仲間：Square-root LASSO (Belloni, Chernozhukov, Wang, 2011)

•実際のLASSOの性能は観測分散𝜎に依存する (𝜆の取り⽅等)
• LASSOの定式化を少し変更することでこの依存がなくせる

• Distributionally Robust Optimizationとの関連 (Blanchet, Kang, Murthy, 2019)
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argmin
8

1
2𝑛
||𝑌 − 𝑋𝜃|| +

𝜆
𝑛
||𝜃||!argmin

8

1
2𝑛
||𝑌 − 𝑋𝜃||& +

𝜆
𝑛
||𝜃||!

Square-root LASSO! 

min
8

1
2𝑛
||𝑌 − 𝑋𝜃|| +

𝜆
𝑛
||𝜃||! = min

8
max

<:=# <,<$ >?7:

𝐸<[||𝑌 − 𝑋𝜃||&]

𝐷! 𝑃, 𝑃" ≔ inf
#∈%(','!)

𝐸#[||𝑍* − 𝑍+||!]



𝑙!トレンドフィルタリングを活⽤した現象発⾒ (Yano and Kano, 2023)

観測変位の中に潜むスロースリップイベントを検出
ドメイン知識：
定常すべり＋スロースリップの影響
→ 区分線形関数！！

ℒ 𝜃 = ||𝑌 − 𝜃||5 + 𝜆∑|𝜃FG1 − 2𝜃F + 𝜃F71|
𝑙!トレンドフィルタリング

[⽇]

[⽇]

2階差分

→ 観測変位
→ 計算変位



ハイパーパラメータ𝜆の選択
𝜆の取り⽅が適切でないとスパース推定の技法は実際には使えない
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𝑛

𝜆 =
1
𝑛L.&

予
測

誤
差

𝑑 = 2𝑛の時の予測誤差 𝑑 = 2𝑛の時の予測誤差

𝜆 = 0.01
log 𝑑
𝑛

𝜆 =
log 𝑑
𝑛

𝑛
定数倍の違いなのに・・・オーダーが違う𝜆には使えない・・・



正規分布の部分積分：Steinの等式
• Steinの等式：正規分布に関する「部分積分」[Stein (1973)]

72

𝐸 (𝑋 − 𝜇)𝑓(𝑋) = 𝜎+𝐸 𝑓, 𝑋 , 𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎+)

reLU 𝑥; 𝑎 = max(𝑥 − 𝑎, 0)

𝑎 𝑎

𝐸 (𝑋 − 𝜇)𝑓(𝑋) 𝜎$𝐸 𝑓+ 𝑋



Mallows’ 𝐶! / Stein’s unbiased risk estimate
Steinの等式を利⽤すると
LASSOの予測⼆乗誤差の「良い推定量」を作ることができる

73
𝜆

𝐶-

よりスパースにスパースにしない
𝜆⼤𝜆⼩

程よい𝜆

定理 (Zou, Hastie, Tibshirani, 2007)
観測ノイズがガウスであるとき、

𝐸 ||	 V𝑌 − 𝑋 W𝜃Q||5 = 𝐸[	 ||𝑌 − 𝑋 W𝜃Q||5 + 2𝜎5|| W𝜃Q||R	 ]

＊⼆宮 (2023) 「LASSOに対するSURE理論に基づく情報量規準」



LASSOの確率的挙動：LASSOの別の定式化

残差2乗和は次の最⼤化問題に帰着できる：

LASSOはmin-max問題として定式化できる：
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PO = min
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1
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𝜆
𝑛
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Legendre変換



LASSOの確率的挙動：LASSOの補助問題
Min-max問題の⼆次形式	𝑢6𝑋𝜃 は𝑔, ℎ~𝑁(0, 𝜎5)を⽤いて確率的に分離可能

75

AO = min
8∈ℝ%

max
P∈ℝ$

1
2𝑛
||𝑢||	𝑔,𝜃 + ||𝜃||	ℎ,𝑢 + 𝜓7(𝑢, 𝜃)	

PO

PO~

AO

＊Convex Gaussian min-max theorem (Thrampoulidis, Omyak, Hassibi, 2015)
＊Hayakawa (2023) Asymptotic Performance Prediction for ADMM-Based Compressed Sensing



LASSOの確率的挙動：LASSOの⼀次元問題への帰着
補助問題は⽐例的⾼次元 ( ⁄𝑑 𝑛 → 	𝛾)で「⼀次元のmax-min問題」に帰着可能

76

まず，準備として，次の一次元Max-Min問題を考える：
max
b≥0

min
τ≥σ

ψλ(b, τ)

where ψλ(b, τ) :=

(
σ2

τ
+ τ

)
b

2
− b2

2
+

1

δ
E
[
min
ω∈R

{
b
ω2

2τ
− bωW + λ|ω +Θ|− λ|Θ|

}]
.

(49)

ここで，期待値は
(W,Θ)⊤ ∈ R2 ∼ N (0, 1)⊗ 1

p

p∑

i=1

δθ∗i

に関して取るものとする．一見すると，LASSOの定式化と全く無関係な問題のように感じら
れるが，驚くべきことに，比例的高次元設定では LASSOの目的関数 (の定数差)の最適値が
上の Max-Min問題の最適値に集中することが示され，この集中現象を利用して LASSOの
確率的な挙動を記述することが可能となる．そのため，まずこのMax-Min問題の解を特徴付
けることから始める．
補題 4.1. Max-Min問題 (49) の解 (b∗, τ∗)は次を満たす：

τ2∗ = σ2 +
1

δ
E
[{

S τ∗
b∗ λ

(Θ+ τ∗W )−Θ
}2
]
,

b∗ = τ∗

{
1− 1

δ
Pr
(
|Θ+ τ∗W | ≥ τ∗

b∗
λ

)}
.

(50)

ここで，期待値と確率の評価は
(W,Θ)⊤ ∈ R2 ∼ N (0, 1)⊗ 1

p

p∑

i=1

δβ∗
i

に関して取るものとする．
つぎに，LASSOをMin-Max問題として定式化しなおす．そのために，真値とのバイアス
として再パラメータ化する：

w = β − β∗.

このパラメータを用いると
min
β∈Rp

Lλ(β) =
(

min
w∈Rp

Cλ(w)
)
+
λ

n
∥β∗∥1,

where Cλ(w) :=
1

2n
∥Xw − σZ∥22 +

λ

n
{∥w + β∗∥1 − ∥β∗∥1}

と書ける．ここで，定理 1.10およびその後の注意より，LASSOの最小化問題の infはminに
置き換えられることに注意せよ．この等価性により，以降では minw∈Rp Cλ(w)の方を考える．
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複雑な式に⾒える・・・ しかし、実は解ける
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τ
+ τ

)
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2
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+

1

δ
E
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min
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b
ω2

2τ
− bωW + λ|ω +Θ|− λ|Θ|

}]
.

(49)

ここで，期待値は
(W,Θ)⊤ ∈ R2 ∼ N (0, 1)⊗ 1

p

p∑

i=1

δθ∗i

に関して取るものとする．一見すると，LASSOの定式化と全く無関係な問題のように感じら
れるが，驚くべきことに，比例的高次元設定では LASSOの目的関数 (の定数差)の最適値が
上の Max-Min問題の最適値に集中することが示され，この集中現象を利用して LASSOの
確率的な挙動を記述することが可能となる．そのため，まずこのMax-Min問題の解を特徴付
けることから始める．
補題 4.1. Max-Min問題 (49) の解 (b∗, τ∗)は次を満たす：

τ2∗ = σ2 +
1

δ
E
[{

S τ∗
b∗ λ

(Θ+ τ∗W )−Θ
}2
]
,

b∗ = τ∗

{
1− 1

δ
Pr
(
|Θ+ τ∗W | ≥ τ∗

b∗
λ

)}
.

(50)

ここで，期待値と確率の評価は
(W,Θ)⊤ ∈ R2 ∼ N (0, 1)⊗ 1

p

p∑

i=1

δβ∗
i

に関して取るものとする．
つぎに，LASSOをMin-Max問題として定式化しなおす．そのために，真値とのバイアス
として再パラメータ化する：

w = β − β∗.

このパラメータを用いると
min
β∈Rp

Lλ(β) =
(

min
w∈Rp

Cλ(w)
)
+
λ

n
∥β∗∥1,

where Cλ(w) :=
1

2n
∥Xw − σZ∥22 +

λ

n
{∥w + β∗∥1 − ∥β∗∥1}

と書ける．ここで，定理 1.10およびその後の注意より，LASSOの最小化問題の infはminに
置き換えられることに注意せよ．この等価性により，以降では minw∈Rp Cλ(w)の方を考える．
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＊Miolane and Montanari (2021) The distribution of the Lasso…



LASSOの⾼次元での確率的挙動
•先ほどの解𝜏∗ は次の形で簡単に推定可能

77

�̂� ≔
𝑛||𝑌 − 𝑋 R𝜃7||&

𝑛 − [ R𝜃7の⾮ゼロ個数]

LASSOと真値の平均的な残差の確率挙動は
⽐例的⾼次元 ( ⁄𝑑 𝑛 → 	𝛾)のもと、

∑( R𝜃7 − 𝜃L (
&

𝑑
𝑛
𝑑
(�̂�& − 𝜎&)→	

真値との残差

左式での推定

𝑛×𝜆ハイパーパラメータ

スパース推定量の(⾼次元での)確率的な挙動が明らかになった
＊Han and Shen (2023) Universality of regularized regression estimators in high dimensions
＊Sawaya, Uematsu, Imaizumi (2024) HIGH-DIMENSIONAL SINGLE-INDEX MODELS 



⾼次元のデータ解析のアイデア

78

球⾯・軸集中現象

グラフ構造

スパース性

サン
プル
２

サンプル１

サ
ン
プ
ル
３

𝑝(,*𝑋( 𝑋*



本⽇の内容

79

次元圧縮 正則化 ベイズ

可視化 発⾒・予測 不確実性評価



ベイズ統計
「ベイズの定理」に基づき推定から不確実性評価までを⼀気貫通

80

𝝅 𝜽 𝑿𝟏, … , 𝑿𝑵𝝅(𝜽) 𝒑(𝑿𝟏, … , 𝑿𝑵 ∣ 𝜽)

∝×

事前分布 尤度関数 事後分布



ベイズ統計の利⽤：逆解析
緊急地震速報では震源をその推定の不確実性も込みで評価している
→ 推定結果の不確実性評価・多峰性の対処
すべり推定などでも活躍

81

YAMADA ET AL: IPFX METHOD FOR EARTHQUAKE EARLY WARNING X - 29
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Figure 8. Result of earthquake on June 25, 2020. (a) Estimated source location at convergence

time. Small and large stars, respectively, indicate the optimal estimation and the JMA manual

catalog. Black and gray triangles respectively indicate triggered and nontriggered stations in

the estimation group of this event. Open triangles indicate seismic stations. Colors indicate

the particle weight. (b)–(d) Time history of estimated earthquake parameters after origin time.

Thick and broken lines respectively indicate the result of the IPFx method and the JMA EEW

method. The circle at the right end shows the values in the JMA manual catalog. (b) location

error, (c) magnitude error, and (d) seismic intensity error.

D R A F T April 13, 2021, 11:29am D R A F T

From Yamada et al. (2021) BSSA

IPF法による緊急地震速報

From Yano and Kano, 2022, J. Geophysical Research: Solid Earth

震源情報 𝜃 (滑った断層の⼤きさや位置)の事後分布



⾼次元でのベイズの利⽤
近年は⾼次元逆問題や関数⾃由度をもつ推定問題でのベイズの利⽤が注⽬
→推定結果の不確実性評価・安定性解析

82

BAYESIAN INFERENCE FOR X-RAY TRANSFORMS 13

Fig 3. Example 1. Left to right. Top row: If1; If1 noisy (with � on the horizontal axis
and ↵ on the vertical axis). Bottom row: posterior mean; cross-section on {x2 = 0} of
2000 posterior samples.

Fig 4. Example 2. Left to right. Top row: If1; If1 noisy (with � on the horizontal axis
and ↵ on the vertical axis). Bottom row: posterior mean; cross-section on {x2 = 0} of
2000 posterior samples.

Monard et al., AoS, 2020
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the question of how a data-driven model may be validated, are reviewed and critically discussed. A
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illustrates the rapid growth in the field. A vision is outlined for the development of the
methodology in the years to come.

CONTENTS

1. Introduction 10074
2. Gaussian Process Regression 10074

2.1. Weight-Space View of GPR 10076
2.2. Function-Space View of GPR 10077
2.3. Explicit Construction of the Reproducing

Kernel Hilbert Space 10079
2.4. GPR Based on Linear Functional Observa-

tions 10080
2.5. Regularization 10083
2.6. Hyperparameters 10083

3. Learning Atomistic Properties 10083
3.1. Representing Atomic Structures 10084
3.2. Symmetry-Adapted Representation 10087
3.3. H2O Potential Energy: A Hands-On Example 10087

The Dataset 10087
Computing Features 10087
Data Splitting 10088
Kernel Matrices and Regression 10088

3.4. Symmetry-Adapted GPR 10089
4. Gaussian Approximation Potential (GAP) Frame-

work 10090
4.1. Reference Data 10091

4.1.1. Hand-Built Databases 10092
4.1.2. Iterative and Active Learning 10092
4.1.3. GAP-RSS 10093
4.1.4. Automatic Training Set Selection 10095
4.1.5. General-Purpose Databases 10095

4.2. Hierarchical Models 10096
4.3. Sparse GPR 10099
4.4. Locality 10100
4.5. Practical Choices for Hyperparameters 10102

4.5.1. Cutoff Radius 10102
4.5.2. Kernel Regularity 10102

4.6. Regularization in GAPs 10103
4.6.1. Noise in the Input 10103
4.6.2. Dealing with Inhomogeneous Data 10104
4.6.3. Implementation 10104

5. Validation and Accuracy 10105
5.1. Physical Behavior versus Numerical Errors 10105
5.2. Predicted Errors in GPR 10107
5.3. Committee Models and Uncertainty Prop-

agation 10108
5.4. GPR Models for Isolated Molecules 10110

6. Applications (I): Force Fields 10111
6.1. Transition Metals 10112
6.2. Complex Allotropy and Crystal-Structure

Prediction 10113
6.3. Structure of Amorphous Materials 10115

6.3.1. Carbon Nanostructures 10115
6.3.2. Amorphous Silicon 10116
6.3.3. Ge−Sb−Te Phase-Change Materials 10117

6.4. Surface Chemistry 10118
6.5. Functional Properties 10119
6.6. Molecular Materials 10121

7. Applications (II): Beyond Force Fields 10123
7.1. NMR Chemical Shieldings 10123

Special Issue: Machine Learning at the Atomic Scale

Received: January 8, 2021
Published: August 16, 2021

Reviewpubs.acs.org/CR

© 2021 The Authors. Published by
American Chemical Society

10073
https://doi.org/10.1021/acs.chemrev.1c00022

Chem. Rev. 2021, 121, 10073−10141

D
ow

nl
oa

de
d 

vi
a 

13
3.

20
2.

19
8.

4 
on

 O
ct

ob
er

 2
0,

 2
02

2 
at

 0
6:

57
:5

0 
(U

TC
).

Se
e 

ht
tp

s:/
/p

ub
s.a

cs
.o

rg
/sh

ar
in

gg
ui

de
lin

es
 fo

r o
pt

io
ns

 o
n 

ho
w

 to
 le

gi
tim

at
el

y 
sh

ar
e 

pu
bl

ish
ed

 a
rti

cl
es

.

Deringer, et al., chemical reviews, 2021

ガウス過程回帰
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ガウス過程回帰

⾼次元・無限次元でのベイズの不確実性評価は妥当な不確実性評価？

＊話の詳細はリーディングDAT無料講座で公開中 https://sites.google.com/view/leadingdatism/



事後分布と繰り返し抽出での不確実性の不⼀致
関数⾃由度をもつ事前分布を利⽤するとき(e.g., ガウス過程)

84

𝑛 𝑓 − W𝑓 ∣ 𝑋 = 𝑥の分布 𝑛 W𝑓 − 𝑓R ∣ 𝑓Rの分布≠
事後分布 繰り返し抽出での推定量分布

as	 𝑛 → ∞



事後分布と繰り返し抽出での不確実性の不⼀致
関数⾃由度をもつ事前分布を利⽤するとき(e.g., ガウス過程)

85

𝑛 𝑓 − W𝑓 ∣ 𝑋 = 𝑥の分布 𝑛 W𝑓 − 𝑓R ∣ 𝑓Rの分布≠ as	 𝑛 → ∞

事後分布からのサンプル

事後分布 繰り返し抽出での推定量分布



事後分布と繰り返し抽出での不確実性の不⼀致
関数⾃由度をもつ事前分布を利⽤するとき(e.g., ガウス過程)

86

𝑛 𝑓 − W𝑓 ∣ 𝑋 = 𝑥の分布 𝑛 W𝑓 − 𝑓R ∣ 𝑓Rの分布≠ as	 𝑛 → ∞

事後分布からのサンプル ||𝑓 − W𝑓||+と|| W𝑓 − 𝑓,||+のヒストグラム

事後分布 繰り返し抽出での推定量分布



事後分布と繰り返し抽出での不確実性の不⼀致
関数⾃由度をもつ事前分布を利⽤するとき(e.g., ガウス過程)

87

𝑛 𝑓 − W𝑓 ∣ 𝑋 = 𝑥の分布 𝑛 W𝑓 − 𝑓R ∣ 𝑓Rの分布≠ as	 𝑛 → ∞

事後分布からのサンプル ||𝑓 − W𝑓||+と|| W𝑓 − 𝑓,||+のヒストグラム

⾼次元・無限次元でのベイズの不確実性評価では注意が必要

事後分布 繰り返し抽出での推定量分布

＊Cox (1993) An Analysis of Bayesian Inference for Nonparametric Regression



Castillo & Nickl (2013) のアイデア：積分の利⽤
⽐較の際に「⾼周波成分」が邪魔をする
→ 積分することで⾼周波成分の影響を減らして考える

88

||𝐹||& ≤ 𝐶	||∇𝐹||&

𝑓 𝑡 , 𝑑𝑋(𝑡) t
X
𝑓 𝜏 𝑑𝜏 ,t

X
𝑑𝑋(𝜏)

c.f., Sobolevの不等式

Castillo and Nickl (2013) Nonparametric Bernstein–von Mises theorems in Gaussian white noise
Castillo and Nickl (2014) On the Bernstein–von Mises phenomenon for nonparametric Bayes procedures



Castillo & Nickl (2013) のアイデア ：weak norm
必要な回数積分する操作を⼀般化し、
以下のような⾼周波成分を低減するようなノルムを考える：

89

𝑓, 𝑔 & =K
(

⟨𝑓, 𝜙(⟩⟨𝑔, 𝜙(⟩

||𝑓||Y& =K
(

𝑤(⟨𝑓, 𝜙(⟩⟨𝑔, 𝜙(⟩

strong inner-product 

weak inner-product with 𝑤( → 0

＊弱い内積によるヒルベルト空間をℋ(𝑤)と書く



⼀致の「位相」を変える
Castillo and Nickl (2013, 2014)：分布の⼀致を|| ⋅ ||Vで定義し直すことで

90

𝑛 𝑓 − W𝑓 ∣ 𝑋 = 𝑥の分布 𝑛 W𝑓 − 𝑓R ∣ 𝑓Rの分布
事後分布𝑓の揺らぎ z𝑓の繰り返し抽出での揺らぎ

〜 as	 𝑛 → ∞



数値実験による検証：信⽤区間と信頼区間の幅の評価

91

||𝑓 − z𝑓||Yと|| z𝑓 − 𝑓L||Yのヒストグラム||𝑓 − z𝑓||&と|| z𝑓 − 𝑓L||&のヒストグラム

幅の評価を変更するだけで正しい不確実性評価が⾏えていることがわかる

＊Yano and Kato (2019) On frequentist coverage errors of Bayesian credible sets in moderately high dimensions



ベイズにおけるモデルと事前分布の選択
ベイズでは「尤度関数」の設計と「事前分布」の設計が必要
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𝝅 𝜽 𝑿𝟏, … , 𝑿𝑵𝝅(𝜽) 𝒑(𝑿𝟏, … , 𝑿𝑵 ∣ 𝜽)

∝×

事前分布 尤度関数 事後分布

ここではベイズの交差検証法・汎化誤差推定の観点で説明



交差検証法 (Leave-one-out CV; LOOCV)
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𝑛個

1個

LOOCVZ =
1
𝑛
K
(

−E[\]0( [log 𝑝 𝑋( 𝜃 ]

𝑋0(を𝑋(を抜いたデータとして

Ø 汎化損失(将来値での評価)にかなり近い

Ø ほとんど計算不可能

E[	LOOCVZ	] = 𝒢^ + 𝑜(1/𝑛&)

• データを検証⽤と学習⽤にランダム分割し、学習⽤での学習結果を検証⽤で評価
• 機械学習モデルのチューニングパラメタ選択のデファクトスタンダード

𝓖𝑩 = E𝑿𝒏'𝟏E𝑿𝟏,…,𝑿𝒏 −E[\] log 	[𝑝 𝑿𝒏b𝟏 ∣ 𝜃



ベイズモデルの評価：広く使える情報量規準 (WAIC)
WAIC (Watanabe, 2010) は汎化のためのモデル評価規準
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事後分布による分散

・「全ての量が事後標本のみで計算可能」
・多峰の事後分布でも汎化損失の妥当な推定値になっている
・⼀個抜き交差検証法の近似になっている

WAIC+ =
1
𝑛
,
&

{E./0 − log 𝑝(𝑋& ∣ 𝜃)] +
1
𝑛
,
&

V./0[log 𝑝	(𝑋& ∣ 𝜃)]

事後分布による期待値

WAICには⼆通り存在するがここではWAIC+を紹介



評価する損失は対数尤度だけではなく、ユーザーが指定したい
→ Iba and Y. (2023,2024) Posterior Covariance Information Criterionを提案
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ベイズモデルの評価：事後共分散型情報量規準

PCICW =
1
𝑛

=
/01,…,#

E&XY[𝑙 𝑋/ , 𝜃 ] −
1
𝑛
=
/

Cov&XY[𝑙(𝑋, 𝜃), log 𝑝 (𝑋/ ∣ 𝜃)]

WAICのもつ良い性質を保ったまま任意の損失を扱えるように

事後分布による共分散事後分布による期待値

Iba and Yano (2023) Posterior Covariance Information Criterion for Weighted Inference
Iba and Yano (2024) Posterior covariance information criterion for general loss functions, R & R



⾼次元への眼差し
WAICやPCICは「⾼次元」でも機能するのだろうか？
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⾼次元線形回帰でのWAIC
⾼次元線形回帰では WAICは良い汎化推定量

Theorem 1 in Okuno and Y. (2023)
 𝑋1, … , 𝑋# : 独⽴同⼀に共分散⾏列 Σをもつガウス分布に従う共変量
 𝜉 = tr(Σ) &  𝑏 = 𝑑 ⁄1 5||𝛽||[

この時、任意の 𝜀 > 0 に対し 

Pr WAIC − 𝒢\ > 𝜀 ≤ 𝐶],^
1
𝑛

＊次元数によらない収束
＊収束スピードは共変量共分散の対⾓和 𝜉 と回帰係数の⼤きさ 𝑏で決まる

＊Okuno and Yano (2023) A generalization gap estimation for overparameterized models  via Langevin functional variance



⾼次元こそPCICやWAICが光る？
他の汎化誤差の指標との⽐較

98
PCICやWAICは⾼次元でも機能する



⾼次元のデータ解析のアイデア
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球⾯・軸集中現象

グラフ構造

スパース性

サン
プル
２

サンプル１

サ
ン
プ
ル
３

𝑝(,*𝑋( 𝑋*

弱い位相の利⽤

ベイズの⾼次元挙動



まとめ
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次元圧縮 正則化 ベイズ

可視化 発⾒・予測 不確実性評価

⾼次元データの解析技法を三つの観点で整理・紹介

𝑝(,*𝑋( 𝑋*


