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新規圧縮性流体ソルバーの開発

中澤嵩（金沢大学学術メディア創成センター）

航空工学や自動車工学では非定常・圧縮性（高レイノルズ数）流体を扱う必要があるため，
圧縮性 方程式が支配方程式として多く利用されるが，時間方向・空間方向の
高精度な離散化を担保する必要があるため計算コストが膨大となる．そこで，最適設計を行
う際には，圧縮性 方程式と比較して計算コストを抑制することが可能な、式
に記述している保存系圧縮性  方程の利用が一般的である．𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + ∇ ⋅ (𝜌𝜌𝒖𝒖) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝒖𝒖𝜕𝜕𝜕𝜕 + ∇ ⋅ (𝜌𝜌𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖) + ∇𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝  
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + ∇ ⋅ {(𝜌𝜌𝜌𝜌 + 𝑝𝑝)𝒖𝒖} = 0. 


この圧縮性流体を扱う際，非圧縮性流体と比較して，時空間に複雑な応力分布が発生し，
局所的に密度が集中する衝撃波が発生する．このような場合には，衝撃波を高精度に捕捉す
る必要があるため，界面を高精度に解像することが可能な有限体積法や不連続ガラーキン
法等を用いた空間離散化が行われるが，形状最適化を行う際には順問題だけでなく逆問題
を解く必要があるためアルゴリズムが非常に煩雑となることが予想される．
近年， 設計を考慮したアプローチが注目を集めつつある．ここで，圧縮性

 方程式を用いた設計を 設計とする．一方，圧縮性  方程式
に対して何らかの数学的な操作を行った際に得られる簡易な数理モデルを用いた設計を
 設計とすることで（厳密に圧縮性  方程式を解いていないが），膨大な計
算コストを緩和しつつ妥当な最適形状が得られると考えられる．ここでは， 設
計を行う際の支配方程式として式に記述している  が提案している数理モデ
ルを活用する．便宜上，本原稿では 方程式と呼ぶこととする．𝐷𝐷𝐷𝐷𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷 + ∇ ⋅ 𝒖𝒖 𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖  𝜌𝜌 = log(𝜌𝜌), 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝑝𝑝𝜌𝜌 ∇𝑎𝑎𝑝𝑝 = 0, 
𝐷𝐷𝐷𝐷𝑝𝑝𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾     𝑝𝑝 = log(𝑝𝑝). 


当該数理モデルでは，ガラーキン法で離散化が可能であり，更に移流項については直接法で
演算が可能な特性曲線法を用いることで，計算コストを大幅に抑制することが可能となる．

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サロゲートモデルを活用した大域的トポロジー最適設計の試み
山﨑 渉（長岡技術科学大学

（）


設計最適化の分野では、板厚などの直接的な寸法を最適化（調整）する寸法最適化と呼ば
れる方法に始まり、その後、翼形状などの三次元的な複雑形状をパラメータ表現してそのパ
ラメータを最適化する形状最適化と呼ばれる方法が開発された。また、当初は性能値の形状
パラメータに対する勾配（感度）情報を用いた局所的な最適設計が行われていたが、近年で
は応答曲面法などの効率的な手法が開発され、初期形状に依存しない大域的な最適設計が
許容可能な設計コストに収まり、工学的な実設計問題にも積極的に適用されている。更に構
造設計分野を中心に、トポロジー最適化と呼ばれる、形状変化に加え、形態の変化（例：追
加物体や穴の導入）を考慮できる最適化手法が提案されている。単純な形状設計（例：流管・
翼の形状）のみならず、各種要素の結合や配置（例：流路の統合・分岐、複数枚翼の配置）
についても最適設計が可能となるため、既存の形態及び設計者が経験的に想定する形態と
は異なる、潜在的な革新形態を調査する事が可能である。

ただし、従来のトポロジー最適化は感度解析手法との組み合わせによる局所的な最適化
手法であり、非線形性が強く性能値関数が多峰性を持つ流体設計問題には不向きな一面が
ある。局所的な最適化が行われてきたのは、その設計コストが小さい事が主たる理由である。
また、様々な形態を設計対象に含めて最適化を行う上では、その形態表現自由度に対応する
パラメータ（設計変数）の総数が膨大になるため、そのような大規模次元の設計変数空間で
大域的最適化を行う事が現実的ではなかった事もその理由である。

著者らはこの問題に対し、機械学習技術及び応答曲面法を活用した、大域的なトポロジー
最適化手法を提案している。また、次元削減技術を用いて設計変数空間を低次元化する
手法についても検討を進めている。本講演は、その研究の状況について報告したもの
であり、以下に講演で用いたスライド（の一部）を添付する。



Ban, N., and Yamazaki, W., “Black
”  

“Comparative 
”

 高村 今井 山崎 王 “複数精度  と  を用いた自動車フロントエンド冷却開
口の最適化計算” 自動車技術会論文集 
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機械学習を利⽤した進化的トポロジー最適化 
 

⽮地謙太郎 
⼤阪⼤学⼤学院⼯学研究科機械⼯学専攻 

 
発表の概要 

 
本研究は、機械学習技術を基盤とした進化的トポロジー最適化の新たな枠組みを提案し、

その適⽤可能性と有効性を検討したものである。従来のトポロジー最適化⼿法は、設計者の
経験に頼らずに最適化構造を導出する点で優れている⼀⽅、設計空間の⾃由度が極めて⾼
いことから、多峰性や⾮線形性の課題に直⾯しやすいという問題があった。また、解の探索
には膨⼤な計算リソースとパラメータスタディが必要であり、実⽤化の妨げとなる要因で
もあった。 

本研究ではこの課題を克服するため、⽣成モデルを利⽤した「かたちの交叉」に着⽬し、
データ駆動型の進化的トポロジー最適化⼿法を開発した。⽣成モデルにはニューラルネッ
トワークを活⽤し、形状データを効率的に⽣成・交叉する⼿続きを実現している。具体的に
は、変分オートエンコーダ（VAE）や最適輸送理論を活⽤して新しい材料分布を⽣成する過
程を交叉と捉え、進化的アルゴリズムにおける選択や突然変異といった操作を埋め込む進
化的アルゴリズムを提案している。このアプローチにより、従来の勾配法では困難であった
⾼次元の設計空間を効率的に探索できるようになり、設計解の多様性も確保することを可
能とした。 

さらに、位相的データ解析を導⼊することで、設計変数空間における解の多様性を定量的
に評価する⼿法も組み込んでいる。従来の単純なL2距離による評価では⼗分でなかった多
様性の測定を、パーシステントホモロジーを⽤いて抜本的に改善した。その結果、設計変数
空間において有意義な多様性を持つ解を得ることが可能となった。 

提案⼿法の有効性を検証するため、熱伝導問題や熱流体問題への適⽤を実施した。ヒート
シンク設計においては、限られた⾼熱伝導材料の配置を最適化することで放熱性能を向上
させ、熱流体問題では冷却性能を最⼤化する流路構造を創成した。 

本研究の成果は、設計⽀援ツールとしてのトポロジー最適化の可能性をさらに広げるも
のであり、今後は制御設計との同時最適化や意匠性を考慮した設計への展開が期待される。 
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機械学習を利⽤した進化的トポロジー最適化

⽮地謙太郎
⼤阪⼤学⼤学院⼯学研究科機械⼯学専攻

2024年10⽉7-8⽇ 2024年度九州⼤学マス・フォア・インダストリ研究所 共同利⽤・共同研究 ⼀般研究・研究集会(I)
「⾃動⾞性能の⾶躍的向上を⽬指すData-Driven設計」

1. 代表的なトポロジー最適化
Ø トポロジー最適化の基礎
Ø (ゆくゆくは⾃動⾞性能の⾶躍的向上に寄与して欲しい)適⽤例

2. かたちの交叉に着⽬したデータ駆動型トポロジー最適化
Ø ⽣成モデルによるかたちの交叉
Ø 適⽤例：ヒートシンク設計 etc.

3. ⼿法の改良に向けた最近の取り組み
Ø 最適輸送理論によるかたちの交叉
Ø 位相的データ解析によるかたちの多様性の評価

講演の内容

2

トポロジー最適化 〜密度法〜

3

解析領域を有限要素法などで離散化し、⼀般に勾配法により各要素に割り当てられ
た設計変数γを更新していくことで最適解を導く。

数理計画問題

Find γ(x)

that minimize J = J(U� γ)�

subject to G = G(U� γ) 6 0�

0 6 γ(x) 6 1�

where U = U(γ) satisfies PDEs.

γ = 1γ = 0 0 < γ < 1

剛性最⼤化(2D)

設計変数の対応

勾配法で解く 剛性最⼤化(3D)

トポロジー最適化に関連する書籍

4

Bendsøe & Sigmund (2003), Topology
optimization: Theory, methods and
applications, Springer, Berlin

西脇眞二, 泉井一浩, 菊池昇 (2013),
トポロジー最適化, 丸善出版

近藤継男, 矢地謙太郎, 西脇眞二 (2024),
トポロジー最適化の基礎, コロナ社

コンプライアントメカニズム

5

回転するヒンジ構造などを使わずに所望の変形を実現

[Ferruer et al., 2017]

剛性 vs. 柔軟性：最適化の様⼦

6

柔軟性
剛性

[Sigmund, 1997]
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剛性 vs. 柔軟性：変形の様⼦

7

柔軟性
剛性

3Dグリッパー

8

メタマテリアル

9

構造：内部構造を上⼿く設計することで負のポアソン⽐を実現

負のポアソン⽐

？
正のポアソン⽐

？ 【動画】

様々な構造パターン：最適化の様⼦

10

[Sigmund, 1994; Vogiatzis et al., 2017]

様々な構造パターン：変形の様⼦

11

熱伝導問題 〜ヒートシンク〜

12

n · ∇T = 0

内部発熱 Q

⾼熱伝導率

低熱伝導率
γ = 0

γ = 1

T = T0

限られた⾼熱伝導材料を適切に配置することで放熱性能を最⼤化
熱伝導率低 ⾼
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積層造形のための幾何学的制約条件

13

オーバーハング制約：⾓度が概ね45度以上になるように最適化構造に制約を付与

制約なし 制約あり サポート材を⼀切使わずに造形可能

熱流体問題

14

規定した圧⼒損失のもとで冷却性能を最⼤にする流路構造を創成 [Yaji et al., 2015]

フィンアンドチューブ熱交換器

15

[Kobayashi et al., 2019]

熱交換器の⼆流体と隔壁の同時最適化

16

？
最適化の様⼦

(⾚：⾼温流体側，⻘：低温流体側)
※ 対称境界により解析領域は半分

規定した圧損のもとで熱交換量を最⼤にする⼆流体と隔壁を創成 [Kobayashi et al., 2021]

参照モデルとの⽐較

17
参照モデルと⽐較して約３倍の熱交換性能を実現(圧⼒損失と隔壁体積は同条件)

レドックスフロー電池

18

電解液と多孔質電極の分布問題として定式化することで櫛⻭型構造が形成される。

⽩：電解液、⿊：多孔質電極

[Yaji et al., 2018]
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1. 最も代表的なトポロジー最適化
Ø トポロジー最適化の基礎
Ø (ゆくゆくは⾃動⾞性能の⾶躍的向上に寄与して欲しい)適⽤例

2. かたちの交叉に着⽬したデータ駆動型トポロジー最適化
Ø ⽣成モデルによるかたちの交叉
Ø 適⽤例：ヒートシンク設計 etc.

3. ⼿法の改良に向けた最近の取り組み
Ø 最適輸送理論によるかたちの交叉
Ø 位相的データ解析によるかたちの多様性の評価

講演の内容

19

トポロジー最適化が抱える根源的課題

20

トポロジー最適化の謳い⽂句：
“設計者の勘や経験に依存することなく斬新な最適化構造を求めることができる”

しかしその⼀⽅で設計⾃由度が⾼すぎるがゆえに・・・
☞場合によっては膨⼤なパラメータスタディを要する。
☞多峰性の問題に直⾯しやすい(特に最適化問題の⾮線形性が強い場合に顕著)。

単峰性(TOでは極めて稀) 強い多峰性

⽬
的
関
数
(最
⼩
化
)

⽬
的
関
数
(最
⼩
化
)

⽬
的
関
数
(最
⼩
化
)

弱い多峰性

簡易モデルによるトポロジー最適化

21

直接解くのが⼤変(不可能)な問題を解けるモデルに簡略化する。

例：乱流モデルをダルシーモデルで代替 [Zhao et al., 2018]

☞得られた結果は簡略化による誤差を含むのでなんらかのポスト処理は必須
22

次元の呪いを回避しつつ、進化的アルゴリズムのように順問題を解
くだけで最適解が求まるトポロジー最適化は実現可能か？

☞ 簡易モデルによるトポロジー最適化の結果を活⽤できる？

⽣成モデル

23

⾼次元のデータ群に対し、ニューラルネットワークから疑似データを⽣成できる。
（変分オートエンコーダ、敵対的⽣成ネットワーク、拡散モデル etc.）

により⽣成

⽣成モデルによる交叉

24

⽣成モデル(変分オートエンコーダ)により交配種を⽣成する。

Input data
ü Material distribution is regarded as

image data.

ü Same size with output data.

ü Promising data are fed to train the
neural networks of encoder and
decoder.

LVAE = −
�

2

Nlt�

�=1

(1 + log((σ
(�)
� )2) − (µ

(�)
� )2 − (σ

(�)
� )2)

+||X(�)
− Y

(�)||2

VAE
minimize

θ�φ
LVAE(θ� φ; X(�))

θ� φ : Parameters of neural networks

X
(�)

� Y
(�)

∈ R
N

N � Nltz
(�) = µ

(�) + σ
(�)

⊙ �
(�)

∈ R
Nlt
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25

データ駆動型トポロジー最適化

・・・

初期解 評価・選択

交叉

エンコーダ デコーダ

収束判定

Iteration

Hy
pe

rv
ol
um

e

突然変異

平均密度 突然変異固体

最適化結果

・・・

[Yamasaki et al., 2021; Yaji et al., 2022]
選択

26

代表的な遺伝的アルゴリズムとして知られるNSGA-IIの選択操作によりエリート解
を選抜する[Deb et al., 2002]。

例：元々の7つの解に新たに7つの解を追加し、その中から7つを選抜

突然変異

27

進化の過程で似た構造の解ばかりが⽣き残らないように敢えて似ていない材料分布
データを仕込む。

本制約条件の下でLF最適化を実⾏

�sml(γ� γref) =

�

D
(1 − |γ(x) − γref(x)|) dΩ

�

D
dΩ

6 ηsml� ∀x ∈ D

参照個体(γ(i)
ref) 突然変異個体(γ(i))

minimize  J
s.t. gsml ≤ ηsml

例題：最⼤温度最⼩化を⽬的とした乱流熱伝達問題

28

∇ · u = 0

⽬的関数

評価モデル ε 

初期解⽣成のための簡易最適化モデル [Zhao et al., 2018]

ベースプレートの最⼤温度

圧⼒損失

J1 = max{T (x) | ∀x ∈ Ωb}

J2 =

�

Γin

�dΓ

�
�

Γin

dΓ

(u · ∇)u = −
1

ρ
∇� + ∇ · (2νS) + ∇ · T

u · ∇T = ∇ ·

��

ν

P�

+
νt

P�t

�

∇T

�

u = −α
−1
γ

∇�

∇ · (−α
−1
γ

∇�) = 0

ρC�u · ∇T = �∇
2T + βγ (Tref − T )

簡易最適化モデル& 評価モデル

29

簡易最適化モデル 

評価モデル 

最適化結果

30

初期解 最適解
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参照モデルとの⽐較

31

W = 0.012

W = 0.009

W = 0.006

ベースプレート最⼤温度 

 
圧

⼒
損

失




最適化構造と物理場

32


： ： 


： ： 

 
：： 

その他の適⽤例②：相変化材料(融解/凝固・⾮定常⾃然対流)

33

[Luo et al., 2024]

1. 最も代表的なトポロジー最適化
Ø トポロジー最適化の基礎
Ø (ゆくゆくは⾃動⾞性能の⾶躍的向上に寄与して欲しい)適⽤例

2. かたちの交叉に着⽬したデータ駆動型トポロジー最適化
Ø ⽣成モデルによるかたちの交叉
Ø 適⽤例：ヒートシンク設計 etc.

3. ⼿法の改良に向けた最近の取り組み
Ø 最適輸送理論によるかたちの交叉
Ø 位相的データ解析によるかたちの多様性の評価

講演の内容

34

最適輸送

35

[Solomon et al., 2015]

☞⽣成モデル(VAE)の代わりに使うとどうなる？

最適輸送による材料分布の⽣成と評価モデルの構築

36

1. 材料分布! ! を確率分布" ! に正規化する：

2. 重みづけされた" ! に対するWasserstein重⼼#を計算する：

3. 得られた#を正規化して材料分布$に変換する：

!の分布 ! ≥ 0.5の領域 境界適合メッシュ上で評価

[Kii et al., in preparation]
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他の補間⽅法との⽐較

37

線
形
補
間

VA
E

最
適
輸
送

設計領域

流⼊ 流出

熱流体場のトポロジー最適化で得られた結果による検証 (上段：補間、下段：⼆値化)

対称境界 流路構造① 流路構造②

補間

最適化結果の⽐較(乱流熱伝達を考慮した流路設計の場合)

38

Wasserstein interpolation vs VAE
(Relative hypervolume: 1.37 vs 1.17)

多様性の定量的評価を組み込んだ選択操作①

39

⽬的関数空間設計変数空間

進化的アルゴリズムでは解集合の多様性が重要となるが、超⾼次元の最適化問題で
は設計変数空間と⽬的関数空間の多様性が対応しないことがよくある。

☞例：設計変数空間では多様なのにそれぞれの
⽬的関数値はあまりかわらない。

☞従来の進化的アルゴリズムでは⽬的関数空間
で多様性を評価するが、トポロジー最適化で
は設計変数空間で多様性を評価すべき。

☞単純なL2距離では数ピクセルずれると全く異
なる材料分布になり得るため、多様性を適切
に評価できない。

L2距離は⼤きいが位相的には同じ構造の例

おわりに

40

☞トポロジー最適化は⾼⾃由度の下で斬新な代替案を導出できる強⼒な設計⽀援
ツールである。

☞トポロジー最適化は強⼒だが、その⾃由度と引き換えに解ける問題は限定的であ
るため、今回紹介したデータ駆動型⼿法が⼀つの突破⼝になり得る。

☞将来展望：制御系との同時最適設計(Control Co-Design)や⼈⼯⽣命(Artificial
Life)への展開

からへ
  
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不変解に基づく乱流熱伝達の予測と制御

⾃動⾞性能の⾶躍的向上を⽬指す設計年⽉⽇⽇九州⼤学

⼤阪⼤学⼤学院基礎⼯学研究科

本⽊慎吾

1/29

本⽇のアウトライン

□研究背景と⽬的

□透過壁⾯による乱流熱伝達の制御

□不変解における対流熱伝達の最適化

□磁気⼒による乱流熱伝達の制御

□まとめ

2/29
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研究背景





 













 






近年，伝熱促進を⽬的とした流体制御技術の需要が⾼まっている

3/29

層流

乱流





乱流輸送



管摩擦係数数

：円管内平均速度

円管内径
流量

流路⻑さ
圧⼒損失

: 密度
: 動粘性係数

4/29
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乱流の制御

 

 

➢リブレット（流れ方向の微細な溝）による抵抗低減

リブレットフィルム



➢航空機を用いた実証試験において，
約２％の燃費向上効果

5/29

乱流の制御
➢壁面せん断乱流中の秩序渦構造

     

➢制御（ 
→縦渦流れ方向渦を打ち消すように壁面上の吹き出し・吸い込みを制御

笠⽊ながれ より  

制御なし

同流量の流れを駆動する圧⼒勾配
制御なし 制御あり

6/29
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壁⾯せん断乱流の⾃⼰維持機構とN−⽅程式の不変解
壁面乱流の自己維持機構
（）

 
下図は「乱流の科学」⽇野より

周期解 乱流状態

平面乱流に埋め込まれた周期運動時間周期解

総エネルギー注⼊率 

総
エ
ネ
ル
ギ
ー
散
逸
率

 

記号：周期解
線：乱流状態

 

7/29

熱対流乱流と⽅程式の不変解

数

数 : 密度
: 定圧⽐熱
: 体積膨張係数
: 動粘性係数
: 温度拡散係数

乱流シミュレーション

乱流実験データ


３次元定常解

数壁⾯熱流束



３次元定常解 乱流状態

 

壁近傍の渦構造および熱プリューム

⽅程式

    








    















Rayleigh−対流における３次元定常解
 

○：３次元定常解
ー：乱流状態

8/29
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熱対流乱流と⽅程式の不変解
３次元定常解における渦の階層構造

：粗視化スケール












   











：最小渦スケール

エネルギースペクトル

エネルギー流束

○：３次元定常解
ー：乱流状態

：エネルギー散逸率

9/29

乱流熱伝達



流路⼊⼝温度
流路出⼝温度
壁⾯温度

：管内平均温度
伝熱⾯積
加熱部⻑さ

数

：壁⾯熱流束

加熱

層流

乱流




10/29
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運動量輸送と熱輸送の相似性



摩擦係数
（無次元壁⾯摩擦応⼒）

数
（無次元壁⾯熱流束）



➢乱流熱伝達において


  



11/29

➢最適制御入力
（壁面上での壁垂直方向速度）

壁⾯吹き出し・吸い込みによる乱流熱伝達の制御
➢最適フィードバック制御

目的関数

壁面上での壁垂直方向速度
による最適値

⼤域的最適値

➢定常進行波状壁面吹き出し・吸い込み 
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粗⾯

 

滑⾯

粗さ要素
粗⾯

流れの剥離 ➪圧⼒損失

 

流れ⽅向速度 温度

13/29

の散逸則と究極熱伝達

円管内乱流において，

の散逸則

✓粗⾯乱流において観測される

流れのエネルギー散逸率 が流体の
動粘性係数 に依存しないとき

円管内乱流において，

究極熱伝達

✓粗⾯を含む通常の壁⾯せん断乱流
では未だ達成されていない

壁⾯熱流束 が流体の
温度拡散係数 に依存しないとき

：流体の粘性率と熱伝導率に依らず流れを特徴付ける
代表速度，代表温度差，代表⻑さ

14/29

50



熱対流乱流におけるスケーリング則
究極スケーリング（究極熱伝達）

  

 

古典スケーリング
  

  実験





 ➢粗⾯間熱対流乱流



15/29

透過壁⾯による乱流熱伝達の制御

✓追加のエネルギー注入を必要としないエネルギー収支式

 

数 摩擦係数

：透過率

⾮貫通
完全貫通

 透過壁⾯条件
✓多孔質壁⾯を模した単純な境界条件

➢水平方向には周期境界条件

支配方程式

：連続の式

：−方程式

：エネルギー方程式

数 数 無次元透過率

バルク平均速度
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透過壁⾯せん断乱流における究極熱伝達





N透過壁⾯チャネル乱流


⼤規模スパン
⽅向ロール

究極熱伝達

実験: 多孔質壁⾯円管内乱流
大規模周方向
ロール






17/29

透過壁⾯間熱対流乱流における究極熱伝達
N透過壁⾯間熱対流乱流


実験: 多孔質壁⾯熱対流乱流


        










        










                











 






大規模熱プリューム





 

大規模熱プリューム

無次元透過率
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乱流

透過壁⾯間熱対流における３次元定常解
: ⾮透過壁

３次元
定常解

: 透過壁

３次元定常解
(            : 透過壁)

方程式

３次元定常解
(            : ⾮透過壁)

 

19/29

透過壁⾯せん断流における定常進⾏波解

層流

乱流



 

層流

➢低 域において定常進行波解が出現

20/29
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上界と最⼤熱伝達

✓−対流における
数壁面熱流束 と数壁面間温度差の関係

  

背景場法による上界

背景場 変動

最大熱伝達





：連続の式

：温度の定常
移流拡散方程式

：エンストロフィ一定

 

乱流

？
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     

















     

















不変解における対流熱伝達の最適化
➢⽅程式N−⽅程式の定常解において対流熱伝達を最適化

不安定

安定

２次元定常解

熱伝導解

３次元定常解

     


22/29
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 

不安定

安定

➢⽅程式N−⽅程式の定常解において対流熱伝達を最適化
     

Rayleigh−対流における定常解の⽔平周期最適化



23/29







H



Rayleigh−対流における定常解の⽔平周期最適化

最⼤熱伝達
上界 

３次元定常解
最適⽔平周期

２次元定常解
 


 




 





 





最適な⽔平周期を有する定常解
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磁気⼒による乱流熱伝達の制御
➢⼀様な鉛直磁場の作⽤する熱対流

数 数 数
磁束密度
電気伝導率
静電ポテンシャル

⽀配⽅程式

磁気⼒
(⽔平減衰⼒)

➢ 
→適切な によって熱伝達が促進され得る 

➢  
→液体⾦属合⾦ を⽤いた実験

磁気⼒あり

磁気⼒なし

25/29

磁気⼒の作⽤する熱対流乱流

上界最⼤熱伝達

⽔平周期境界

➢磁気⼒の印加により，側壁の拘束を強く受ける
系 において有意な伝熱促進効果
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磁気⼒の作⽤する熱対流乱流

上界最⼤熱伝達

⽔平周期境界


➢伝熱⾯形状の改変により，顕著な伝熱促進

27/29

上界最⼤熱伝達

⽔平周期境界

磁気⼒および形状 の最適化



  

磁気⼒の作⽤する熱対流乱流

➢磁気⼒ と形状 の２変数の最適化により，
究極熱伝達 を達成
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まとめ

□透過壁⾯による乱流熱伝達の制御
➢壁⾯に透過性を導⼊することで，強制対流・⾃然対流のどちらにおいても
究極熱伝達を達成し得る

➢低数域においても顕著な伝熱促進効果

□不変解における対流熱伝達の最適化
➢熱対流において，最適な⽔平周期を有する定常解は乱流状態よりも⾼い熱伝達を⽰す

□磁気⼒による乱流熱伝達の制御
➢鉛直磁場に起因する磁気⼒⽔平減衰⼒により，鉛直⽅向の流動が促進し対流熱伝達が向上
➢伝熱⾯形状と付加的外⼒を最適化することで，顕著な乱流制御・伝熱促進効果

29/29
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PINNsを活用した流体データ同化 

 

三坂 孝志 （産業技術総合研究所） 

 

1. はじめに 

支配方程式を拘束条件として学習を行う「物理に基づくニューラルネットワーク（Physics-informed neural 

network, PINN）」は，入出力を近似する代替モデルであると同時に，学習データを必ずしも必要としないた

め支配方程式の近似解を求める手法にもなっている[1]．近年，機械学習技術を用いた科学技術計算のア

プローチとして様々な対象への応用が行われている[2]．PINNの学習では支配方程式の微分項を評価する

際に，PyTorchなどの機械学習フレームワークに備わっている自動微分機能を利用している．一方，随伴変

数法（アジョイント法）による感度情報を利用した最適化やデータ同化は長く行われてきているが，近年，

Taich[3]やNVIDIA Warp[4]など微分情報を比較的容易に利用可能な数値シミュレーションフレームワーク

が開発されている（Differentiable simulation）．本発表ではSlide 2に示すように，支配方程式の弱拘束（PINN）

および強拘束（随伴変数法）による微分（感度）情報を用いたデータ同化という切り口で事例を紹介する． 

2. PINNを用いたデータ同化 

データ同化は実空間の観測データを用いて，仮想（計算）空間の数値シミュレーションにおける不確かな

条件・パラメータを学習する手法である．アンサンブルカルマンフィルタや4次元変分法などのデータ同化手

法が提案されているが，アンサンブル計算による計算コスト増大やアジョイントコード開発など，利用する際

の障壁は小さくない（Slide 4）．そこで本研究ではPINNを用いたデータ同化を検討する（Slide 5）．PINNは

Raissiらの2019年の論文で提案され，その論文の引用数の急増から多くの分野に影響を与えていると考えら

れる（Slide 6）．PINNはPyTorchなどの機械学習フレームワークを用いて比較的簡単に実装することができる

ためデータ同化を容易にすると期待されるが，全結合ネットワークを用いて素直に実装されたPINNでは単

純な低レイノルズ数円柱まわり流れを再現することも難しい場合がある（Slide 7）．特によどみ点圧力や流量

保存のような数値シミュレーションにおける基本的な条件も，個別に拘束を加えなければ精度良く再現する

ことができない．それらの改善のために様々なPINN手法が提案されている． 

本研究では発想を転換し，データ同化への適用を前提として数値シミュレーション結果と観測データの差

に対してPINNモデルを構築する．これにより，数値シミュレーション結果を観測データに近づけるための境

界条件やパラメータの修正にPINNの微分情報を用いる．ベースとなる流れ場自体は数値シミュレーションに

よって得られているため，PINN単体による流れ場の再現に腐心する必要性が減ると期待される．この数値シ

ミュレーションとPINNの重ね合わせの模式図を，一次元ポアソン方程式に関してSlide 8に示す．データ同化

手法としては，アンサンブルカルマンフィルタや粒子フィルタなどのアンサンブル手法に対して，本アプロー

チは随伴方程式を用いた勾配法に分類できると考えられる（Slide 9）．通常，4次元変分法などのデータ同化

手法では随伴方程式や対応する随伴コードが必要になるが，本アプローチではまず数値シミュレーションと

観測データの差をPINNモデルで近似し，機械学習フレームワークの自動微分を用いて得た勾配情報を利

用することになる．Slide 10に示すように本アプローチの利点はいくつか挙げられるが，PINN構築のための学

習時間は課題となる． 

本研究ではマルチブロック直交格子フレームワーク (Building Cube Method, BCM) [5]において，並列処

理を行うマルチブロック領域毎にPINNを構築するアプローチを検討した（Slide 11）．PINNには全結合ネット

ワークおよびtanh活性化関数を用い，PyTorchを用いて実装した．支配方程式の残差および境界条件など

からなる損失関数の最小化にはAdamを用いた．解析においてはBCMフレームワーク[6]をFortranで扱い，
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PINN部分をPyTorchで処理するためにForpy[7]を利用した．MPI並列はBCMフレームワーク側で扱い，各

GPUにCubeを配分する[8]．Slide 12に示すように，隣接Cube間のPINNの接続はFinite basis physics-

informed neural networks (FBPINNs)を用いて行う[9]．FBPINNsではCubeの重合領域で加算後の値が1とな

る微分可能な重み関数を考え，ニューラルネットワークの出力にその重み関数をかけて学習を行う．これに

よりCube境界で滑らかに接続されたPINNの出力が得られる．重合領域ではPINNの予測値やその微分値が

使われるが，これらの量はそれぞれの分割領域のネットワークパラメータから計算することができることから，

本研究では隣接Cube間でネットワークパラメータをやりとりした．FBPINNsは単に領域分割による並列化にと

どまらず，素朴に実装されたPINNでは高周波現象の近似が難しいという難点に対して，領域分割によって1

つのニューラルネットワークが扱う実効周波数を小さくして近似精度を向上させる効果がある．Slide 13に4分

割した領域で二次元ラプラス方程式を解いた例を示す． 

PINNを用いたデータ同化問題として，流れ場に埋め込まれた多孔質媒体に起因する巨視的抗力係数

の推定を考える．Slide 14は単位直径の円柱が正方形断面の流路に埋め込まれた計算領域を示している．

ここではレイノルズ数を200に設定している．多孔質媒体は円柱の後流に示される直径0.5の球状領域内

に定義される．多孔質媒体に誘起される抗力は，流速に比例するようにモデル化する．多孔質媒体の抗

力の大きさを制御する係数と対応する流れ場は，参照となる有限差分解を真値として，そこから空間的な

間引きによって抽出された擬似観測値に基づいて推定される．前述のようにPINNの損失関数は観測値と

多孔質媒体を含まない有限差分解との差に対して構築される（Slides 15-16）．すなわち，非圧縮性ナビエ・

ストークス方程式の流れ変数끫뤬 = (끫룄, 끫룆, 끫룈, 끫뢺)끫뢎を끫뤬 = 끫뤬F + 끫뤬Pと分解する．分解した変数を非圧縮性ナビエ・
ストークス方程式に代入し，끫뤬Fが多孔質媒体を含まない非圧縮性ナビエ・ストークス方程式を満たすと仮定
することで，観測値と有限差分解の差に対する끫뤬Pの方程式を得てPINNの学習に用いる．これによりPINN単

体では再現の難しい流れ場を対象としつつ，PINNを用いた様々な推定を行うことができる．また，BCMフレ

ームワークを活用することで，時空間適応的にPINNモデルを構築することも期待できる． 

Slide 18に主流方向速度の断面分布の比較を示す．(a)は有限差分解끫뤬FにPINN解끫뤬Pを重畳した流れ場끫뤬F + 끫뤬P，(b)は擬似観測値と有限差分解の差に対して抗力係数を推定しつつ構築したPINN解끫뤬Pである．
一方，（c）は真値として用いた有限差分解，(d)は(c)から多孔質領域の無い流れ場を差し引いたPINNで予

測すべき流れ場であり，(b)と比較する場である．Slide 19に多孔質媒体の抗力係数の推定履歴と損失関数

の履歴を示す．真値に近い抗力係数が推定されていることが確かめられる．乱流モデルを用いた高レイノ

ルズ数流れへの適用に関しても当日発表を行ったが，本資料からは除いている． 

3. 随伴変数法とDifferentiable Simulation 

データ同化手法として数値気象予測にも長く利用されている4次元変分法は，Sasakiによってその基礎

が提案された（Slide 21）．偏微分方程式の最適制御法として随伴変数法（アジョイント法）を導入することに

より，大規模気象モデルに4次元変分法を適用することが可能になった（Slide 22）．アジョイント法は形状

最適化などにも用いられており，航空分野ではJamesonらによって翼最適設計への応用が行われている

（Slide 23）．データ同化への応用としては，数値気象予測に加えて，航空機のフライトデータに基づく晴天

乱気流の推定が行われている（Slide 24）．近年，自動微分による微分情報を利用可能な数値シミュレーシ

ョンフレームワークによるDifferentiable Simulationが行われている（Slide 25）．これらのDifferentiable 

SimulationフレームワークはPyTorchなどの機械学習フレームワークと同様の使用感を実現しており，さらに

機械学習フレームワークとの組み合わせも可能であるため，シミュレーションモデルとニューラルネットワー

クを直接つないだシステムも構築可能である．Slide 26および27にNvidiaの資料から引用した各種フレーム

ワークの比較を示す．当日の発表ではインフレータブル構造体のシミュレーションモデルと圧力制御用の

ニューラルネットワークをつないだシステムを紹介したが，本資料からは除いている． 
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4. おわりに 

機械学習との関わりからPINNやDifferentiable Simulationなど微分情報を活用した数値シミュレーションが

盛んになってきている．発表ではPINNを大規模流体問題に適用するための並列化や数値シミュレーション

との併用の可能性を述べた．また，Differentiable Simulationフレームワークの活用に関しても述べた． 
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𝑎𝑎�
パラメータ

確
率
密
度

データ同化

SST k-
モデル

データ同化

手間が多い（シミュレーションコードの修正，データ同化コード）

計算コストが増える（アンサンブル計算，アジョイント計算の繰り返しなど）
特定の目的に合わせてシステム構築（汎用性低め）

数値シミュレーションと
計測データでベイズ推定

課題(?)
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5

Physics-Informed Neural Network (PINN)
PINNのネットワーク構造

代替モデルであり，支配方程式の近似解法でもある
順問題に加えて逆問題の解析が容易
GPU･機械学習フレームワークなどのハード･ソフト資産を有効活用

 Karniadakis, G.E., et al., Physics-Informed Machine
Learning, Nature Reviews Physics, Vol. 3, pp. 422–
440, 2021.

PINNの損失関数ℒ = ℒ����� + ℒ���
初期･境界条件，観測
データ等からの誤差

学習点における
支配方程式の残差

6

PINNの勢い

2023年7月頃

2024年8月頃
白鳥ら, 人工知能学会誌, 2023.
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7

PINNによる3次元流れ場解析の難しいところ

よどみ点圧力が異なる
流量保存も拘束が必要
学習時間もかかる
いろいろ難しい...

キューブ境界

Fluent

PINN

流れ方向速度

圧力

Re=50

8

数値シミュレーション結果との重ね合わせ?
 PINN単体では複雑な流れ場の再現が難しい?（少なくとも標準的なPINNでは）
 一方でPINNの推定・最適化能力は利用したい（楽々データ同化?）

数値シミュレーションと計測データの差に関してPINNモデルを構築

予測の
不確かさ

𝜕𝜕�𝜙𝜙𝜕𝜕𝑥𝑥� = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜕𝜕�𝜙𝜙���𝜕𝜕𝜕𝜕� + 𝜕𝜕�𝜙𝜙����𝜕𝜕𝜕𝜕� = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑠��� = 𝜕𝜕�𝜙𝜙����𝜕𝜕𝜕𝜕� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠の
推定

𝜙𝜙��� −1 = 2,𝜙𝜙��� 1 = 0, 𝜙𝜙���� −1 = 𝜙𝜙���� 1 = 0𝝓𝝓𝑭𝑭𝑭𝑭𝑭𝑭PINNは𝝓𝝓𝑭𝑭𝑫𝑫𝑫𝑫と
計測の差を近似
できればよい
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9

データ同化手法としての位置づけ
アンサンブル法（逐次型データ同化）

勾配法（変分型データ同化）

アンサンブルカルマンフィルタ，粒子フィルタなど

アジョイント方程式
（随伴方程式）

離散アジョイント
コード

随伴関係離散化

連続アジョイント
コード離散化

数値計算コード支配方程式

PINNモデル 勾配法に
必要な微分

自動微分

4次元変分法など

10

目的
データ同化問題への適用を考え，計測データと数値シミュ
レーション結果の差に対してPINNサロゲートを構築する

境界条件は数値シミュレーション側で対応
推定・最適化はPINN側で対応
PINN自体の精度は必ずしも必要ではない
アンサンブルカルマンフィルタや4次元変分法より楽(?)
学習時間は⾧い（必要な領域のみPINNサロゲートを構築すれば少し緩和?）

𝒖𝒖��� 𝒖𝒖����
計測データ

𝛿𝛿𝛿𝛿���
𝑥𝑥

𝑢𝑢 𝒖𝒖 𝒖 𝒖𝒖���(𝜶𝜶���) + 𝒖𝒖����(𝜶𝜶����)
argmin𝜶𝜶���� 𝛿𝛿𝛿𝛿�� − 𝒖𝒖����(𝜶𝜶����) �argmin𝜶𝜶���� 𝛿𝛿𝛿𝛿�� − 𝒖𝒖����(𝜶𝜶����) �
𝛿𝛿𝛿𝛿��� =𝒖𝒖��� − 𝒖𝒖���𝛿𝛿𝛿𝛿��� =𝒖𝒖��� − 𝒖𝒖���
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BCMフレームワーク上でのPINNの実装(1)
Cube毎にPINNを構築する
BCMフレームワーク(Fortran)からCube情報を送り，PINN学習部分

(Python, PyTorch)からネットワークパラメータを受け取る
FortranとPythonの連携にはForpyを使用 (https://github.com/ylikx/forpy)

データ並列はFortran側で管理し，GPU使用はPyTorch側で管理

Cube
Cube

Fortran PyTorch

ネットワーク
パラメータ

(W, b)

Cube情報

(W,b)の情報交換 Nステップの学習

12

BCMフレームワーク上でのPINNの実装(2)
PINNの領域分割にはFinite Basis PINN (FBPINN)を使用

 Moseley, B., et al., Finite basis physics-informed neural networks (FBPINNs): a scalable domain decomposition 
approach for solving differential equations, Advances in Computational Mathematics, Vol. 49, p. 62, 2023. 

普通のPINNでは高周波現象の近似が難しい
領域を区切って実効周波数を小さく
並列化のための領域分割としても利用

cf) マルチグリッド法（低周波成分への対応）

Window 
function

𝑚𝑚𝑑𝑑�𝑦𝑦𝑑𝑑𝑥𝑥� + 𝜇𝜇 𝑑𝑑𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘

𝑦𝑦 0=  1, 𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 =0

1つのPINNで約2
周期分（分割前
は約4周期分）

𝒖𝒖����� = 𝒖𝒖���� ∗ 𝒘𝒘𝒘𝒘
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BCMフレームワーク上でのPINNの実装(3)
FBPINNの2次元の例

Cube1 Cube2

Cube3 Cube4
計算領域

Window 
function

2次元Laplace
方程式の解

FBPINNをBCMへ展開

14

𝒅𝒅������ = 𝛼𝛼���𝒖𝒖

円柱 側壁: 滑りなし

多孔質体領域

多孔質体パラメータ

多孔質体のパラメータ推定問題
計算領域

損失関数ℒ = ℒ��� + 𝑤𝑤𝑤��� +𝑤𝑤𝑤��  + 𝑤𝑤𝑤��
(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥�,𝑢𝑢 �,𝑢𝑢 �, 𝑝𝑝𝑝 𝑝𝑝��,𝜏𝜏 ��,𝜏𝜏 ��,𝜏𝜏 ��,𝜏𝜏 ��,𝜏𝜏 ��)の全結合ネットワーク:

3-100-100-100-10
最適化にはAdamを使用
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支配方程式の導出
支配方程式（非圧縮性Navier-Stokes方程式）

𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢� 𝜕𝜕𝑢𝑢�𝜕𝜕𝜕𝜕� = − 1𝜌𝜌 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥� + 𝜕𝜕𝜏𝜏��𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝑥𝑥� = 0
𝜏𝜏�� = 𝜈𝜈 𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝑥𝑥� + 𝜕𝜕𝑢𝑢�𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝑥𝑥� = 𝜕𝜕(𝑢𝑢��� + 𝑢𝑢���)𝜕𝜕𝜕𝜕� = 𝜕𝜕𝑢𝑢���𝜕𝜕𝜕𝜕� + 𝜕𝜕𝑢𝑢���𝜕𝜕𝜕𝜕� = 0

⋯ 1 ≤ 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 𝑖 𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕��� + 𝑢𝑢���)𝜕𝜕𝜕𝜕 + (𝑢𝑢��� + 𝑢𝑢���) 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕��� + 𝑢𝑢���)𝜕𝜕𝜕𝜕� = − 1𝜌𝜌 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� + 𝑝𝑝�)𝜕𝜕𝜕𝜕� + 𝜕𝜕(𝜏𝜏���� + 𝜏𝜏����) 𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜕𝜕���𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢��� 𝜕𝜕𝜕𝜕���𝜕𝜕𝜕𝜕� + 1𝜌𝜌 𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝑥𝑥� − 𝜕𝜕𝜏𝜏����𝜕𝜕𝜕𝜕� + 𝜕𝜕𝑢𝑢���𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢��� 𝜕𝜕𝜕𝜕���𝜕𝜕𝜕𝜕� + 𝑢𝑢��� + 𝑢𝑢��� 𝜕𝜕𝜕𝜕���𝜕𝜕𝜕𝜕� + 1𝜌𝜌 𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝑥𝑥� − 𝜕𝜕𝜏𝜏����𝜕𝜕𝜕𝜕� = 0

 𝑢𝑢� = 𝑢𝑢��� + 𝑢𝑢���に分解（数値シミュレーション解とPINN解）

16

支配方程式の導出（低レイノルズ数流れ）
数値シミュレーション解（有限差分法）

𝜕𝜕𝑢𝑢���𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢��� 𝜕𝜕𝜕𝜕���𝜕𝜕𝜕𝜕� + 1𝜌𝜌 𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝑥𝑥� − 𝜕𝜕𝜏𝜏����𝜕𝜕𝜕𝜕� = 0

𝛿𝛿NSE� = 𝑢𝑢��� 𝜕𝜕𝜕𝜕����𝜕𝜕𝜕𝜕� + 𝜕𝜕���� + 𝑢𝑢��� 𝜕𝜕𝜕𝜕���𝜕𝜕𝜕𝜕� + 1𝜌𝜌 𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝑥𝑥� − 𝜕𝜕𝜏𝜏����𝜕𝜕𝜕𝜕� = 0

時間平均𝑢𝑢����

𝜏𝜏���� = 𝜈𝜈 𝜕𝜕𝜕𝜕���𝜕𝜕𝜕𝜕� + 𝜕𝜕𝑢𝑢���𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜏𝜏���� = 𝜈𝜈 𝜕𝜕𝜕𝜕���𝜕𝜕𝜕𝜕� + 𝜕𝜕𝑢𝑢���𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕���𝜕𝜕𝜕𝜕� = 0

𝜕𝜕𝑢𝑢���𝜕𝜕𝜕𝜕� = 0 PINN解
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低Re流れの𝛼𝛼���推定における拘束
支配方程式𝑒𝑒� = 𝑢𝑢��� 𝜕𝜕𝜕𝜕���𝜕𝜕𝜕𝜕� + 𝑢𝑢��� + 𝑢𝑢��� 𝜕𝜕𝜕𝜕���𝜕𝜕𝜕𝜕� + 1𝜌𝜌 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥� − 1𝜌𝜌 𝜕𝜕𝜕𝜕��𝜕𝜕𝜕𝜕� + 𝑑𝑑��������𝑒𝑒� = 𝜕𝜕𝜕𝜕���𝜕𝜕𝜕𝜕�

ℒ��� = � 1𝑁𝑁���� � 𝑒𝑒� � +�����
����� � 1𝑁𝑁���� � 𝑒𝑒�� ������

�������

内部および外部境界ℒ�� = 1𝑁𝑁��� 𝒖𝒖���� ����
･･･ 境界で速度ゼロℒ�� = 1𝑁𝑁�� � 𝒖𝒖���� ����

計測データℒ��� = 1𝑁𝑁��� � 𝛿𝛿𝛿𝛿��� − 𝒖𝒖� �����

𝑒𝑒�� = 𝜇𝜇 𝜕𝜕𝜕𝜕���𝜕𝜕𝜕𝜕� + 𝜕𝜕𝑢𝑢���𝜕𝜕𝜕𝜕� − 𝜏𝜏�� ⋯1 ≤ 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 𝑖 𝑖

18

Reference CFD

流れ方向速度の比較（Re=200）

キューブ境界キューブ境界

PINN Estimate

(c) 𝑢𝑢����� (with 𝒅𝒅������) (d) 𝛿𝛿𝛿𝛿��� (𝒅𝒅������差分)

(a) 𝑢𝑢��� + 𝑢𝑢��� (b) 𝑢𝑢���
多孔質体領域多孔質体領域
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多孔質体パラメータ𝛼𝛼���と損失関数の履歴

多孔質体パラメータはおおよそ収束
観測データのNNへの反映
方程式を満たすように学習

整合するパラメータを推定
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目次

Differentiable Simulation, アジョイント法, 4次元変分法

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 𝑀 1𝑁𝑁� � 𝑢𝑢 𝑡𝑡�� , 𝑥𝑥�� − 𝑢𝑢� ���
��� + 1𝑁𝑁� � 𝑓𝑓 𝑡𝑡�� , 𝑥𝑥�� ���

���

𝐽𝐽 𝒙𝒙� = 12 � 𝒚𝒚� − ℎ(𝒙𝒙�) �𝑅𝑅��� 𝒚𝒚� − ℎ(𝒙𝒙�)�
��� + 12 𝒙𝒙� − 𝒙𝒙� �𝐵𝐵�� 𝒙𝒙� − 𝒙𝒙�

初期･境界条件からの誤差 支配方程式の残差

モデル予測と計測の差 推定したい場に近い場（正則化項）

支配方程式で緩く拘束して学習し，予測は深層ニューラルネットワーク

支配方程式で強く拘束して学習し，予測はシミュレーションモデル

Physics-Informed Neural Network (PINN) 

速い!

物理モデル
に従う
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データ同化における変分法の導入
Sasaki (1958)

最適内挿法では物理モデルの拘束がない
異なる種類のデータを同化したい
初期値とその後の予測の整合性
気象モデルの初期値推定に変分法を導入

Sasaki (1969)・・・時間方向に拡張（4次元変分法）

Euler-Lagrange方程式
解くのが大変（残差に基づく反復法）

J. Lewis, S. Lakshmivarahan, Sasaki’s Pivotal 
Contribution: Calculus of Variations Applied to 
Weather Map Analysis, Monthly Weather Review,
Vol. 136, pp. 3553-3567, 2008

コスト関数

支配方程式

22

随伴変数法（アジョイント法）の導入
より効率的に汎関数の最小化を行うことが可能に
（随伴変数法と最小化アルゴリズムの組み合わせ）

偏微分方程式の最適制御法 (J.L. Lions 1971)
気象モデルへの応用 (Penenko&Obraztsov 1976, Le Dimet&Talagrand 1986)
大規模な気象モデルの変分問題を解くことが現実的に

On Optimum Profiles in Stokes Flow (Pironneau 1973)

𝑥𝑥
𝑡𝑡 𝑡𝑡

勾
配

𝑥𝑥

勾
配
で
初
期
値
修
正

観測
シミュレーション

アジョイント

𝒆𝒆� = 𝒚𝒚� − 𝐻𝐻�𝒙𝒙�𝐽𝐽 𝒙𝒙� = 12�𝒆𝒆��𝑅𝑅���𝒆𝒆�
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アジョイント法による空力設計
アジョイント法は航空機の翼設計でも (Jameson 1988)

A. Jameson, Aerodynamic Design via 
Control Theory, Journal of Scientific 
Computing, Vol. 3, No. 3, 1988.

コスト関数として空力抵抗（4次元変分法では観測と計算の差がコスト関数）
翼形状がコントロールパラメータ（次元が結構大きい）

24

乱気流

晴天乱気流の推定
 数値シミュレーション単体では乱気流を再現できない
（初期・境界条件が不明） フライトデータ:ほぼ唯一の直接計測データ

再現された風速場

 4次元変分法を導入することでフライトデータをもとに乱気流を再現

Misaka, T., Obayashi, S., Endo, E., “Measurement-
Integrated Simulation of Clear Air Turbulence Using a 

Four-dimensional Variational Method,” Journal of 
Aircraft, Vol. 45, No. 4, pp. 1217-1229, 2008.

0th iteration 12th iteration

24th iteration
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Differentiable Simulation, Differentiable Physics
 アジョイント法による微分を
活用したシミュレーション

 新しい点:微分情報を利用可
能なフレームワークが提案
（TensorflowやPyTorchの使用感）

 アジョイント部分を自動生成
 シミュレーションモデルと

ニューラルネットワークを直
接つないだ学習システム

 レンダリングも微分可能に

https://www.nvidia.com/ja-jp/on-demand/session/gtcspring22-s41599/

@wp.kernel
def compute1(a: wp.array(dtype=wp.vec3),

b: wp.array(dtype=wp.vec3)

26

いろいろなフレームワーク
 Taichi, Numba, Warpあたりがシミュレーション向け
 PyTrochなどの同じような使い方

https://www.nvidia.com/ja-jp/on-demand/session/gtcspring22-s41599/
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Cloth Simulation in NVIDIA WARP

https://www.nvidia.com/ja-jp/on-demand/session/gtcspring22-s41599/

28

まとめ（個人の感想です）

 機械学習との関わりから微分を活用した数値シミュレー

ションがより盛んに  PINNやDifferentiable Simulationなど

 PINNはすぐ使えるが大規模流体問題に適用するのは難

しそう 並列化や数値シミュレーションとの併用

 Differentiable Simulationフレームワークの活用に期待

手頃なサイズの問題向き? 大規模化は?
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多数の空⼒解析結果のデータ解析による⾞両周り流れの特徴抽出 
 

中島 卓司（広島⼤学） 
Takuji NAKASHIMA (Hiroshima University) 

 
近年の⾃動⾞の空⼒開発では、⼤規模な計算資源を⽤いて多数の候補⾞両形状の空⼒解

析が実施され、より良い空⼒性能を持つ⾞両形状が追及されている。⼀⽅で、それらの解析
結果は膨⼤なデータ量となることから、⼈⼿によってその全てを分析、評価することは困難
である。より効果的に設計技術者を⽀援し、実際の製品開発に貢献するためには、活⽤され
ていない⼤規模データを統計的に解析し、設計に有⽤な知識を抽出することも重要である。
このような流れの特徴抽出例としては、多⽬的最適化で得られたパレート解に対する固有
直交分解(POD)法の適⽤[1, 2]が報告されている。また、⾃動⾞の空⼒技術者はこれまで、
⾃動⾞周辺の流れの構造やトポロジーに着⽬して、空⼒性能と流れの現象との関係を議論
してきた。そこで、多数の⾞両の空⼒解析結果に対するデータ解析を⾏い、抽出された⾃動
⾞周りの流れの特徴と空⼒性能との関係について統計的分析を⾏えば、これまで熟練の空
⼒技術者しか持ちえなかった流れと空⼒性能の関係性のノウハウが客観的情報として得ら
れることが期待される。 

そこで本研究では、約 200 台の 1/5 スケールのセダン型⾃動⾞モデルを対象とした空⼒
解析結果から特徴的な流れを抽出するため、各⾞両周り流れの時間平均速度場のデータ群
に POD と同様なデータ解析⼿法である PCA（主成分分析）を適⽤した[3]。さらに、抽出
した流れの構造と⾃動⾞モデルの空⼒性能との関係を統計的に分析し，空⼒特性と相関の
ある流れの特徴を明らかにした。その結果、従来の知⾒[4]と⼀致する、セダン型⾃動⾞の
空気抵抗を増⼤させる流れパターンが抽出された。また、特徴的な流れを抽出する際に、各
⾞両の空⼒係数値を考慮する PLS（部分最⼩⼆乗）法の適⽤についても検討し、共通な潜在
構造を抽出する特徴量抽出法では、⽬的変数への寄与が⼤きいモードが優先的に抽出され
ることが確認された。 

 
参考⽂献 
1) Oyama, A., Nonomura, T., and Fujii, K.: Data mining of Pareto-optimal transonic airfoil shapes using proper 

orthogonal decomposition. , vol.47, no.5, pp.1756-1762, 2010. 
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計算科学/情報⼯学（Data-Driven的な諸々）に期待されること

• 形状最適化
– 遺伝的アルゴリズム
– Kriging / ベイズ最適化

• データマイニング
– 特徴抽出

• Ex. Flow data mining from Pareto solutions 
(Oyama et al., 2010)

– 暗黙知の明確化（形式知化︖）

• 性能予測の(超)⾼速化
– サロゲートモデル（機械学習）
– 次元縮約モデル (ROM)
– PINNs 3
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“CUBE”による空⼒解析
• CUBE: Complex Unified Simulation Framework (Jansson et al., 2018,  Onishi & Tsubokura, 2021)

– 階層構造有限体積法: ビルディング-キューブ法 (BCM)
• A solver for coupled phenomena: fluid/structure/acoustics/chemical reaction…
• Building Cube Method for the unified data structure (Nakahashi, 2003)

• Easy tune for both single node and parallel performance

– 埋め込み境界法 (IBM) (Fadlun et al., 2000) 
(1) Dirty CAD treatment (Onishi et al., 2013, 2021)
(2) Moving Boundary Method (Bale et al., 2020)
(3) Unified Compressible/Incompressible analysis (Li et al., 2016)
(4) Unified Fluid/Structure analysis (Nishiguchi et al., 2019)

8
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まとめ
• PCA（or それに類する⼿法）による 流れ場の特徴抽出を⾏い、
重み係数（例えば主成分得点）と空⼒係数値との回帰分析から、
抽出した特徴的な流れ場のパターンと空⼒性能との関係を分析した
– 従来の知⾒と⼀致する、空気抵抗を増⼤させる流れパターンが抽出された
– PLSのような⽬的変数の情報を含めた特徴量抽出法では、（当然ながら）
⽬的変数への寄与が⼤きいモードが優先的に抽出された
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医工学分野における流体データ同化の課題

大谷 智仁(大阪大学 大学院基礎工学研究科)
Tomohiro OTANI (The University of Osaka, Graduate School of Engineering Science)


医工学分野において，患者個別の医用データに基づく循環器の血流場の理解や，その診断

支援の試みが始まって約四半世紀が経過した．この過程で，患者個々の血管形状に対する血
流動態の数値流体力学計算[1]や，磁気共鳴イメージング（Magnetic resonance imaging: MRI）
による血液流速分布の非侵襲計測[2]など，血流動態や血管への力学負荷の評価技術の開発
が進められ，具体的な疾患に対する応用や商用展開へ発展した．一方で，数値計算に用いら
れる理想化・簡易化や，計算条件の不確かさ，MRI 計測における分解能の制約や複数の系統
誤差 （バイアス）の混入など，各々の手法の制約・限界が可視化されることになり，分野全
体における技術的イノベーションの需要が高まっている． 

上記課題の解決手法の一つとして， MRI 画像の各画素で定義される流速ベクトルを計測
データとする流体データ同化技術の導入が提案された [3]．本手法は計測と数値計算それぞ
れの流速分布の誤差最小化問題であり，数値計算の初期値・境界値を制御変数とおく数理最
適化問題として整理され，随伴変数法や深層学習による計算手法の開発が進められている．
ただし，誤差関数の定義にあたり，MRI に対するバイアス混入が問題となるが，誤差の度
合や分布を記述する観測モデルが無く，MRI に対する流体データ同化の適用対象は，誤差
の影響が小さいと考えられる，単純な大血管流れなどに制約されてきた． 

著者らは上記課題の解決を目指し，既知の流速分布に対して，実際の MRI の計測条件を
反映した MRI 流動計測の数値シミュレータの構築を進めている[4]．本研究では，外部磁場
の印可に伴う巨視的な磁化運動を解き，磁気信号の取得から速度再構成までの一連の手順
を全て記述することで，計測や信号処理における複数種類の誤差混入やその度合を出力す
る．本講演は，分野全体の研究開発の動向や，著者らの研究の進捗について報告したもので
あり，以下に講演で用いたスライド(の一部)を添付する．

References
1.  Mittal R, Seo JH, Vedula V, Choi YJ, Liu H, Huang HH, et al. Computational modeling 

of cardiac hemodynamics: Current status and future outlook. J Comput Phys. 2016;305: 
1065–1082.

2.  Soulat G, McCarthy P, Markl M. 4D flow with MRI. Annu Rev Biomed Eng. 2020;22: 
103–126.

3.  Nolte D, Bertoglio C. Inverse problems in blood flow modeling: A review. Int J Numer 
Method Biomed Eng. 2022;38: e3613.

4.  Otani T, Sekine T, Sato Y, Alves EC, Wada S. An Eulerian formulation for the 
computational modeling of phase-contrast MRI. Magn Reson Med. 2025;93: 828–841.
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“Propagation of Ultra-large-scale Computation by the Domain-
decomposition-method for Industrial Problems (PUCDIP 2012)”　
121pages

February 19, 2013

COE Lecture Note Vol.46 西井　龍映
栄　伸一郎
岡田　勘三
落合　啓之
小磯　深幸
斎藤　新悟
白井　朋之

科学・技術の研究課題への数学アプローチ
―数学モデリングの基礎と展開―　325pages

February 28, 2013

COE Lecture Note Vol.47 SOO TECK LEE BRANCHING RULES AND BRANCHING ALGEBRAS FOR THE 
COMPLEX CLASSICAL GROUPS　40pages

March 8, 2013

COE Lecture Note Vol.48 溝口　佳寛
脇　　隼人
平坂　　貢
谷口　哲至
島袋　　修

博多ワークショップ「組み合わせとその応用」　124pages March 28, 2013
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COE Lecture Note Vol.49 照井　　章
小原　功任
濱田　龍義
横山　俊一
穴井　宏和
横田　博史

マス・フォア・インダストリ研究所　共同利用研究集会 II
数式処理研究と産学連携の新たな発展　137pages

August 9, 2013

MI Lecture Note Vol.50 Ken Anjyo
Hiroyuki Ochiai
Yoshinori Dobashi
Yoshihiro Mizoguchi
Shizuo Kaji

Symposium MEIS2013:
Mathematical Progress in Expressive Image Synthesis　154pages

October 21, 2013

MI Lecture Note Vol.51 Institute of Mathematics 
for Industry, Kyushu 
University

Forum “Math-for-Industry” 2013
“The Impact of Applications on Mathematics”　97pages

October 30, 2013

MI Lecture Note Vol.52 佐伯　　修
岡田　勘三
髙木　　剛
若山　正人
山本　昌宏

Study  Group  Workshop  2013 Abstract,  Lecture  &  Report　142pages November 15, 2013

MI Lecture Note Vol.53 四方　義啓
櫻井　幸一
安田　貴徳
Xavier Dahan

平成25年度　九州大学マス・フォア・インダストリ研究所　
共同利用研究集会　安全・安心社会基盤構築のための代数構造
～サイバー社会の信頼性確保のための数理学～　158pages

December 26, 2013

MI Lecture Note Vol.54 Takashi Takiguchi
Hiroshi Fujiwara

Inverse problems for practice, the present and the future　93pages January 30, 2014 

MI Lecture Note Vol.55 栄　伸一郎
溝口　佳寛
脇　　隼人
渋田　敬史

Study Group Workshop 2013 数学協働プログラム Lecture & Report
98pages

February 10, 2014

MI Lecture Note Vol.56 Yoshihiro Mizoguchi
Hayato Waki
Takafumi Shibuta
Tetsuji Taniguchi
Osamu Shimabukuro
Makoto Tagami
Hirotake Kurihara
Shuya Chiba

Hakata Workshop 2014
~ Discrete Mathematics and its Applications ~　141pages

March 28, 2014

MI Lecture Note Vol.57 Institute of Mathematics 
for Industry, Kyushu 
University

Forum “Math-for-Industry” 2014:
“Applications + Practical Conceptualization + Mathematics = fruitful 
Innovation”　93pages

October 23, 2014

MI Lecture Note Vol.58 安生健一
落合啓之

Symposium MEIS2014:
Mathematical Progress in Expressive Image Synthesis　135pages

November 12, 2014
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MI Lecture Note Vol.59 西井　龍映
岡田　勘三
梶原　健司
髙木　　剛
若山　正人
脇　　隼人
山本　昌宏

Study  Group  Workshop  2014  数学協働プログラム 
Abstract, Lecture  &  Report　196pages

November 14, 2014

MI Lecture Note Vol.60 西浦　　博 平成26年度九州大学 IMI共同利用研究・研究集会（I）
感染症数理モデルの実用化と産業及び政策での活用のための新
たな展開　120pages

November 28, 2014

MI Lecture Note Vol.61 溝口　佳寛
Jacques Garrigue
萩原　　学
Reynald Affeldt

研究集会　
高信頼な理論と実装のための定理証明および定理証明器
Theorem proving and provers for reliable theory and implementations 
(TPP2014)　138pages

February 26, 2015

MI Lecture Note Vol.62 白井　朋之 Workshop on “β-transformation and related topics”　59pages March 10, 2015

MI Lecture Note Vol.63 白井　朋之 Workshop on “Probabilistic models with determinantal structure”　
107pages

August 20, 2015

MI Lecture Note Vol.64 落合　啓之
土橋　宜典

Symposium MEIS2015:
Mathematical Progress in Expressive Image Synthesis　124pages

September 18, 2015

MI Lecture Note Vol.65 Institute of Mathematics 
for Industry, Kyushu 
University

Forum “Math-for-Industry” 2015
“The Role and Importance of Mathematics in Innovation”　74pages

October 23, 2015

MI Lecture Note Vol.66 岡田　勘三
藤澤　克己
白井　朋之
若山　正人
脇　　隼人
Philip Broadbridge
山本　昌宏

Study  Group  Workshop  2015 Abstract, Lecture  &  Report　
156pages November 5, 2015

MI Lecture Note Vol.67 Institute of Mathematics 
for Industry, Kyushu 
University

IMI-La Trobe Joint Conference
“Mathematics for Materials Science and Processing”
66pages

February 5, 2016

MI Lecture Note Vol.68 古庄　英和
小谷　久寿
新甫　洋史

結び目と Grothendieck-Teichmüller群
116pages

February 22, 2016

MI Lecture Note Vol.69 土橋　宜典
鍛治　静雄

Symposium MEIS2016:
Mathematical Progress in Expressive Image Synthesis　82pages

October 24, 2016

MI Lecture Note Vol.70 Institute of Mathematics 
for Industry,  
Kyushu University

Forum “Math-for-Industry” 2016
“Agriculture as a metaphor for creativity in all human endeavors”　
98pages

November 2, 2016

MI Lecture Note Vol.71 小磯　深幸
二宮　嘉行
山本　昌宏

Study Group Workshop 2016 Abstract, Lecture & Report　143pages November 21, 2016
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MI Lecture Note Vol.72 新井　朝雄
小嶋　　泉
廣島　文生

Mathematical quantum field theory and related topics　133pages January 27, 2017

MI Lecture Note Vol.73 穴田　啓晃
Kirill Morozov
須賀　祐治
奥村　伸也
櫻井　幸一

Secret Sharing for Dependability, Usability and Security of Network 
Storage and Its Mathematical Modeling　211pages

March 15, 2017

MI Lecture Note Vol.74 QUISPEL, G. Reinout W.
BADER, Philipp
MCLAREN, David I.
TAGAMI, Daisuke

IMI-La Trobe Joint Conference 
Geometric Numerical Integration and its Applications　71pages

March 31, 2017

MI Lecture Note Vol.75 手塚　　集
田上　大助
山本　昌宏

Study Group Workshop 2017 Abstract, Lecture & Report　118pages October 20, 2017

MI Lecture Note Vol.76 宇田川誠一 Tzitzéica 方程式の有限間隙解に付随した極小曲面の構成理論
―Tzitzéica方程式の楕円関数解を出発点として―　68pages

August 4, 2017

MI Lecture Note Vol.77 松谷　茂樹
佐伯　　修
中川　淳一
田上　大助
上坂　正晃
Pierluigi Cesana
濵田　裕康

平成29年度　九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
共同利用研究集会（I）　
結晶の界面，転位，構造の数理　148pages

December 20, 2017

MI Lecture Note Vol.78 瀧澤　重志
小林　和博
佐藤憲一郎
斎藤　　努
清水　正明
間瀬　正啓
藤澤　克樹
神山　直之

平成29年度　九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
プロジェクト研究　研究集会（I）
防災・避難計画の数理モデルの高度化と社会実装へ向けて　
136pages

February 26, 2018

MI Lecture Note Vol.79 神山　直之
畔上　秀幸

平成29年度　AIMaPチュートリアル
最適化理論の基礎と応用　96pages

February 28, 2018

MI Lecture Note Vol.80 Kirill Morozov
Hiroaki Anada
Yuji Suga

IMI Workshop of the Joint Research Projects 
Cryptographic Technologies for Securing Network Storage
and Their Mathematical Modeling　116pages

March 30, 2018

MI Lecture Note Vol.81 Tsuyoshi Takagi
Masato Wakayama
Keisuke Tanaka
Noboru Kunihiro
Kazufumi Kimoto
Yasuhiko Ikematsu

IMI Workshop of the Joint Research Projects
International Symposium on Mathematics, Quantum Theory, 
and Cryptography　246pages

September 25, 2019

MI Lecture Note Vol.82 池森　俊文 令和2年度　AIMaPチュートリアル
新型コロナウイルス感染症にかかわる諸問題の数理　
145pages

March 22, 2021
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MI Lecture Note Vol.83 早川健太郎
軸丸　芳揮
横須賀洋平
可香谷　隆
林　　和希
堺　　雄亮

シェル理論・膜理論への微分幾何学からのアプローチと 
その建築曲面設計への応用　49pages

July 28, 2021

MI Lecture Note Vol.84 Taketoshi Kawabe
Yoshihiro Mizoguchi
Junichi Kako
Masakazu Mukai
Yuji Yasui

SICE-JSAE-AIMaP Tutorial
Advanced Automotive Control and Mathematics　110pages

December 27, 2021

MI Lecture Note Vol.85 Hiroaki Anada
Yasuhiko Ikematsu
Koji Nuida
Satsuya Ohata
Yuntao Wang

IMI Workshop of the Joint Usage Research Projects
Exploring Mathematical and Practical Principles of Secure Computation 
and Secret Sharing　114pages

February 9, 2022

MI Lecture Note Vol.86 濱田　直希
穴井　宏和
梅田　裕平
千葉　一永
佐藤　寛之
能島　裕介
加葉田雄太朗
一木　俊助
早野　健太
佐伯　　修

2020年度採択分　九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
共同利用研究集会
進化計算の数理　135pages

February 22, 2022

MI Lecture Note Vol.87 Osamu Saeki, 
Ho Tu Bao, 
Shizuo Kaji, 
Kenji Kajiwara, 
Nguyen Ha Nam, 
Ta Hai Tung,
Melanie Roberts, 
Masato Wakayama, 
Le Minh Ha, 
Philip Broadbridge

Proceedings of Forum “Math-for-Industry” 2021
-Mathematics for Digital Economy-　122pages

March 28, 2022

MI Lecture Note Vol.88 Daniel PACKWOOD
Pierluigi CESANA, 
Shigenori FUJIKAWA, 
Yasuhide FUKUMOTO,
Petros SOFRONIS, 
Alex STAYKOV

Perspectives on Artificial Intelligence and Machine Learning in 
Materials Science, February 4-6, 2022　74pages

November 8, 2022
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MI Lecture Note Vol.89 松谷　茂樹
落合　啓之
井上　和俊
小磯　深幸
佐伯　　修
白井　朋之
垂水　竜一
内藤　久資
中川　淳一
濵田　裕康
松江　　要
加葉田雄太朗

2022年度採択分 九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
共同利用研究集会
材料科学における幾何と代数 III 　356pages

December 7, 2022

MI Lecture Note Vol.90 中山　尚子
谷川　拓司
品野　勇治
近藤　正章
石原　　亨
鍛冶　静雄
藤澤　克樹

2022年度採択分 九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
共同利用研究集会
データ格付けサービス実現のための数理基盤の構築　58pages

December 12, 2022

MI Lecture Note Vol.91 Katsuki Fujisawa
Shizuo Kaji
Toru Ishihara
Masaaki Kondo
Yuji Shinano
Takuji Tanigawa
Naoko Nakayama

IMI Workshop of the Joint Usage Research Projects
Construction of Mathematical Basis for Realizing Data Rating Service
610pages

December 27, 2022

MI Lecture Note Vol.92 丹田　　聡
三宮　　俊
廣島　文生

2022年度採択分 九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
共同利用研究集会
時間・量子測定・準古典近似の理論と実験
〜古典論と量子論の境界〜　150pages

Janualy 6, 2023

MI Lecture Note Vol.93 Philip Broadbridge
Luke Bennetts
Melanie Roberts
Kenji Kajiwara

Proceedings of Forum “Math-for-Industry” 2022
-Mathematics of Public Health and Sustainability-　170pages

June 19, 2023

MI Lecture Note Vol.94 國廣　　昇
池松　泰彦
伊豆　哲也
穴田　啓晃
縫田　光司

2023年度採択分 九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
共同利用研究集会
現代暗号に対する安全性解析・攻撃の数理　260pages

Janualy 11, 2024

MI Lecture Note Vol.96 澤田　茉伊 2023年度採択分 九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
共同利用研究集会
デジタル化時代に求められる斜面防災の思考法　70pages

March 18, 2024



シリーズ既刊

Issue Author／Editor Title Published

MI Lecture Note Vol.97 Shariffah Suhaila Syed Jamaludin
Zaiton Mat Isa
Nur Arina Bazilah Aziz 
Taufiq Khairi Ahmad Khairuddin
Shaymaa M.H.Darwish 
Ahmad Razin Zainal Abidin 
Norhaiza Ahmad 
Zainal Abdul Aziz
Hang See Pheng
Mohd Ali Khameini Ahmad

International Project Research-Workshop (I)
Proceedings of 4th Malaysia Mathematics in Industry Study Group 
(MMISG2023)　172pages

March 28, 2024
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